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RESUMO

Neste trabalho é descrito um método automático para o cálculo das dimensões de
caixas, em tempo real, a partir de uma única imagem obtida com projeção perspectiva.
Conhecendo a orientação da caixa no espaço tridimensional e sua distância em relação
à câmera, as coordenadas 3D de seus vértices podem ser estimadas e suas dimensões
calculadas. Na técnica proposta, são utilizados conceitos de geometria projetiva para
estimar a orientação espacial da caixa de interesse a partir de sua silhueta. Já a distância
da caixa em relação à câmera é estimada por meio da projeção de feixes de laser sobre
uma das faces visíveis da caixa. Esta abordagem pode ser aplicada quando duas ou três
faces da caixa de interesse são visíveis simultaneamente na imagem, mesmo quando a
caixa encontra-se parcialmente oclusa por outros objetos na cena.

Entre as contribuições deste trabalho está o desenvolvimento de um eficiente processo
de votação para a transformada de Hough, onde os pixels de uma imagem binária são pro-
cessados em grupos ao invés de individualmente, como ocorre no método convencional.
Também é apresentado um modelo estatístico para a remoção de fundo de cena. Nesse
modelo, a cor de fundo é representada sob diferentes condições de iluminação por meio
da delimitação de uma região no espaço de cores RGB. O modelo proposto não requer
parametrização e é próprio para o uso em aplicações que requeiram câmeras móveis.

Para a validação das técnicas descritas neste trabalho, foi construído um protótipo de
scanner que calcula as dimensões de caixas a partir de imagens em tempo real. Com
o auxilio do scanner, foram capturadas imagens e calculadas as dimensões de diversas
caixas reais e sintéticas. As caixas sintéticas foram utilizadas em um ambiente controlado
para a validação das técnicas propostas.

Um dos aspectos importantes deste trabalho é a análise da confiabilidade das medidas
obtidas por meio da técnica proposta. Com o objetivo de estudar a propagação de erros
ao longo do processo de cálculo das medidas, foi aplicado um método analítico baseado
na Teoria de Erros. Também são apresentados estudos estatísticos envolvendo medições
realizadas com o protótipo. Estes estudos levam em conta a diferença entre as medidas
calculadas pelo sistema e as medidas reais das caixas. A análise dos resultados permite
concluir que o método proposto é acurado e preciso.

Palavras-chave: Cálculo de dimensões de caixas, metrologia sobre imagens, extração de
informações geométricas da cena, análise da incerteza, tempo real.





ABSTRACT

A Projective Method for Computing the Dimensions of Boxes in Real Time

This work presents an automatic approach for computing the dimensions of boxes
from single perspective projection images in real time. By knowing the box orienta-
tion and its distance with respect to a camera, the 3D coordinates of its vertices can be
estimated, and its dimensions can be computed. In the proposed approach, projective
geometry concepts are used to estimate the target box orientation from the extracted box
silhouette. The distance between the box and the camera is estimated from the projection
of two parallel laser beams on one of the visible faces of the box. The proposed approach
can be used when two or three faces of the box are visible, even when the edges of the
target box are partially occluded by other objects in the scene.

The contributions of this work include the development of an efficient voting scheme
in the context of a Hough transform, where the pixels of a binary image are processed
as groups instead of individually, as used in the conventional approach. I also present a
statistical model for background removal, that treats the background color under differ-
ent lighting conditions by delimiting some region of the RGB color space. No special
parameterization is necessary and the model is appropriate for use with a moving camera.

In order to evaluate the techniques presented in this work, we built a prototype of a
scanner for computing box dimensions from images in real time. Using the scanner, the
dimensions of several real and synthetic boxes were computed. The synthetic boxes were
used in a controlled environment for validation of the proposed techniques.

An important component of this work is the error analysis of the measurements per-
formed using the proposed approach. An analytical method based on the Error Theory
was used in order to investigate the error propagation through the various stages of the
computation chain. I also present a statistical analysis of the measurements obtained with
the scanner prototype. From this analysis we conclude that the proposed approach is
accurate and precise.

Keywords: computing dimensions of boxes, image-based metrology, extraction of geo-
metric information from scenes, uncertainty analysis, real time.
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1 INTRODUÇÃO

A extração de informações tridimensionais a partir de imagens tem sido o objetivo de
muitos trabalhos no campo da visão computacional. Os esforços das pesquisas nessa área
estão em conseguir interpretar as “dicas” a respeito da cena tridimensional projetada so-
bre o plano da imagem. Dentre essas dicas pode ser citada a disparidade estereoscópica,
textura, motion parallax, foco, oclusão de contornos, sombras, sombreamento e especu-
laridade (SHAPIRO; STOCKMAN, 2001).

A obtenção de medidas de objetos tridimensionais diretamente de suas imagens pos-
sui muitas aplicações em áreas como controle de qualidade, vigilância, análises forenses,
estimação do custo, planejamento de armazenagem e do transporte de mercadorias. Infe-
lizmente, considerando a imensa variedade de objetos que estão à nossa volta, o problema
de realizar medições diretamente em imagens torna-se bastante complexo. Entretanto,
o problema é simplificado ao considerarmos objetos de geometrias simples, como, por
exemplo, paralelepípedos. De fato, a possibilidade de estimar as dimensões de caixas a
partir de imagens é de grande utilidade para diversas empresas como companhias aéreas,
correios e empresas de armazenagem, entre outros que manipulam uma grande quanti-
dade de caixas em suas operações diárias. Atualmente, tais companhias adotam caixas de
tamanhos padronizados, enquanto caixas de dimensões arbitrárias precisam ser medidas
manualmente. A padronização pode comprometer o uso otimizado do espaço de armaze-
namento e medições manuais tendem a tornar o fluxo de atividades mais lento. A solução
ideal para o problema está no uso de caixas que melhor se ajustem ao seu conteúdo e cujas
dimensões possam ser obtidas de forma rápida e confiável.

Nesse trabalho é apresentado um método automático para o cálculo das dimensões
de caixas a partir de uma única imagem obtida com projeção perspectiva. A abordagem
faz uso de informações extraídas da silhueta da caixa de interesse e pode ser aplicada até
mesmo quando a caixa encontra-se parcialmente oculta por outros objetos na cena. O
foco do trabalho está na automatização do processo de cálculo das dimensões de caixas
em tempo real e na análise do erro resultante deste processo. Logo é importante que o
método atenda às seguintes restrições:

1. Ser capaz de realizar as medições a partir de uma única imagem;

2. Ser robusto à presença de texturas nas caixas;

3. Ser acurado e preciso;

4. Realizar medições em tempo real; e

5. Não requerer a intervenção do usuário ao longo do processo.
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Figura 1.1: Ambigüidade projetiva. Apenas com base na imagem não é possível dizer se
o objeto projetado é pequeno e está próximo à câmera ou se ele é grande e encontra-se
afastado da câmera.

Um dos fatores que dificulta o processo de medição a partir de imagens é a perda
da informação de profundidade no momento que a imagem é capturada. Considerando
apenas a imagem de um objeto adquirida com projeção perspectiva, não é possível afirmar
se tal objeto é pequeno e está próximo ao observador ou se é grande e está afastado do
observador. A Figura 1.1 ilustra a situação onde duas caixas no espaço tridimensional
são projetadas exatamente na mesma porção do plano de imagem, caracterizando uma
situação de ambigüidade projetiva (HARTLEY; ZISSERMAN, 2000). Uma forma de se
eliminar a ambigüidade projetiva é pelo conhecimento da relação entre distâncias medidas
no espaço da imagem e suas correspondentes distâncias medidas sobre o objeto no espaço
3D. Nesse trabalho, a ambigüidade projetiva será eliminada por meio da introdução de
uma distância conhecida no espaço tridimensional a partir da projeção de dois feixes de
laser, paralelos entre si, sobre uma das faces visíveis da caixa.

1.1 Idéia Central

A maior parte dos trabalhos que aborda o problema de extrair medidas ou a geo-
metria de cenas a partir de imagens adota a utilização de múltiplas projeções da cena
(LONGUET-HIGGINS, 1981; LIEBOWITZ, 2001) ou a utilização de mecanismos auxi-
liares como padrões complexos de laser ou luz estruturada (PROESMANS; VAN GOOL,
1997; BOUGUET; PERONA, 1998; BOUGUET, 1999; NYLAND et al., 1999; LEVOY
et al., 2000; STRAT; OLIVEIRA, 2003). Apenas um pequeno grupo de trabalhos aborda
a utilização de uma única imagem (CRIMINISI et al., 1998; CRIMINISI, 1999; CRIMI-
NISI; REID; ZISSERMAN, 1997, 1999a,b, 2000; LU, 2000). Uma análise das técnicas
que refletem o estado da arte nesse segmento da visão computacional é feita no Capítulo 3.

Essa dissertação faz parte do grupo de pesquisas que têm por objetivo interpretar a
cena a partir de uma única imagem. A idéia central desse trabalho pode ser descrita
como:

É possível calcular as dimensões de caixas com texturas arbitrárias em
tempo real a partir de uma única imagem em projeção perspectiva, com base
na silhueta e na informação de distância entre a câmera e a caixa, tendo ao
menos duas das faces da caixa visíveis.
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1.1.1 Desafios Primários

Para que as medições sejam realizadas da forma que está sendo proposta, é preciso
que dois problemas sejam resolvidos:

1. O primeiro é identificar a silhueta da caixa na imagem e os vértices contidos nesta
silhueta; e

2. O segundo é recuperar a noção de profundidade que foi perdida devido à projeção
perspectiva.

Na solução desses problemas são utilizados conceitos de geometria projetiva e visão com-
putacional, os quais são introduzidos pelo Capítulo 2.

O método desenvolvido para solucionar o problema da identificação da silhueta da
caixa e a posição dos vértices na imagem é capaz de tratar casos onde a caixa de interesse
encontra-se parcialmente oculta por outros objetos em cena. Esse método é descrito no
Capítulo 4. No Capítulo 5 é discutida a solução adotada para o problema da remoção da
ambigüidade projetiva. Uma vez conhecida a projeção dos vértices e a distância entre a
câmera e a caixa, suas dimensões são dadas pela re-projeção de alguns vértices no espaço
tridimensional e cálculo das distâncias entre eles.

1.1.2 Desafios Secundários

A utilização de uma cor de fundo conhecida permite o uso de uma câmera móvel na
aquisição das imagens e caixas com texturas arbitrárias. Para que seja possível identifi-
car os pixels da imagem que pertencem ao fundo da cena e quais são objetos em cena,
foi desenvolvido um método estatístico que modela o fundo sob diferentes condições de
iluminação. Esse modelo é discutido no Capítulo 6.

Outro desafio secundário é estimar quais pixels da silhueta fazem parte da projeção
da mesma aresta da caixa. Esse problema pode ser resolvido utilizando a transformada de
Hough proposta por Richard O. Duda e Peter E. Hart (DUDA; HART, 1972). Entretanto,
o procedimento convencional da transformada de Hough mostrou-se lento, tornando-se
um gargalo para a aplicação alvo e impedindo a obtenção de resultados em tempo real.
Por esse motivo, foi desenvolvida uma variante da transformada de Hough, a qual realiza
o processo de votação de forma mais eficiente, a partir de grupos de pixels ao invés de
pontos individuais, como é feito tradicionalmente. Este novo procedimento é descrito
no Capítulo 7 e é um dos fatores que contribuíram para que o método descrito nessa
dissertação seja capaz de realizar medições em tempo real.

O terceiro e último desafio é identificar a posição das marcações laser na imagem.
As marcações laser são utilizadas na identificação da caixa de interesse e na quebra da
ambigüidade projetiva. O Capítulo 8 comenta o método empregado.

1.1.3 Demonstração e Validação da Técnica

A técnica proposta para o cálculo das dimensões de caixas a partir de uma única ima-
gem é demonstrada por meio da construção de um protótipo de scanner para o cálculo das
dimensões de caixas. A Figura 1.2 (esquerda) mostra a utilização do protótipo construído,
onde o usuário seleciona a caixa de interesse apontando feixes de laser sobre uma de suas
faces visíveis. No detalhe (Figura 1.2, direita) é exibido o scanner, constituído por:

• Uma câmera de vídeo colorida padrão firewire;

• Dois apontadores laser paralelos; e
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Figura 1.2: Protótipo do scanner para o cálculo do volume de caixas a partir de imagens.
Na imagem da esquerda o usuário seleciona a caixa de interesse apontando feixes de laser
sobre uma de suas faces. Na imagem da direita o scanner é mostrado em detalhe.

• Um módulo de software.

A validação da técnica proposta foi feita a partir do uso do scanner para medição
das dimensões de caixas reais. Caixas sintéticas geradas a partir da aplicação de técni-
cas de computação gráfica foram utilizadas como referência na validação da técnica sob
condições ideais (caixas reais podem apresentar imperfeições como, por exemplo, faces
e cantos curvados, assimetrias, etc.). Além das caixas sintéticas, uma caixa de madeira
feita sob medida para esse projeto também foi utilizada na validação da técnica. Essa
caixa não apresenta as imperfeições encontradas em caixas convencionais. A Figura 1.3
mostra algumas das caixas utilizadas nesta pesquisa. As caixas (a-d) são feitas de pape-
lão, enquanto que a caixa (e) é a caixa de madeira mencionada anteriormente e a caixa (f)
foi gerada por técnicas de computação gráfica. Imagens da coleção completa de caixas
utilizadas nos experimentos são encontradas no Anexo A.

Ao mesmo tempo em que a extração de medidas a partir de imagens mostra-se uma
tarefa relevante, determinar a incerteza associada a essas medições é essencial. Uma
medição é de pouco uso caso sua precisão não seja conhecida. Diante desse quadro,
o Capítulo 9 é reservado à analise da qualidade das medições obtidas com o scanner.
Nesse capítulo são descritos experimentos estatísticos que tem por objetivo estimar o
quão confiáveis são as dimensões calculadas. Além disso, é apresentado um estudo das
fontes de erro e da propagação dos mesmos na cadeia computacional. Dessa forma é
possível estimar o erro associado a uma dada medição, o qual varia dinamicamente de
acordo com as condições de captura das imagens de entrada.

1.2 Contribuições

Essa dissertação apresenta as seguintes contribuições:

• Um algoritmo para o cálculo das dimensões de caixas de forma automática e em
tempo real;

• Um algoritmo para a extração da silhueta da caixa de interesse na presença de oclu-
são parcial de suas arestas;

• Um modelo estatístico para detecção do fundo da cena sob diferentes condições de
iluminação; e
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(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

Figura 1.3: Algumas das caixas utilizadas na pesquisa. As caixas (a-d) são caixas conven-
cionais de papelão, enquanto que a caixa (e) é a caixa de madeira e a caixa (f) é sintética,
gerada por técnicas de computação gráfica.

• Um esquema de votação eficiente para a transformada de Hough.

Além dessas contribuições, as seguintes afirmações são demonstradas:

• O uso do esquema de votação proposto para a transformada de Hough pode reduzir
bastante a quantidade de processamento necessário na detecção de linhas retas em
imagens;

• É possível remover a ambigüidade projetiva utilizando feixes de laser; e

• É possível delimitar uma região no espaço de cores RGB por meio de uma função
polinomial, de modo a caracterizar um determinado fundo de cena sob diferentes
condições de iluminação.

Finalmente, espera-se fornecer evidências suficientes que comprovem que o cálculo
de dimensões de caixas a partir de imagens pode ser utilizado por companhias que mani-
pulam caixas em suas operações do dia-a-dia.
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2 CONCEITOS DE GEOMETRIA PROJETIVA E VISÃO
COMPUTACIONAL

Esse capítulo introduz os principais conceitos de geometria projetiva e visão compu-
tacional utilizados nessa dissertação. A Seção 2.1 descreve uma câmera com modelo de
projeção linear (i.e., câmera pinhole) e as características da projeção perspectiva. A Se-
ção 2.2 trata o problema da calibração de câmeras e remoção de distorções introduzidas
por câmeras reais em imagens. Dentro desse contexto, essa seção também expõe as di-
ferenças entre câmeras reais e o modelo de câmera pinhole. Na seqüência, a Seção 2.3
explica o que são e como são formados os pontos e linhas de fuga em uma imagem gerada
com projeção perspectiva. As definições geométricas nesse capítulo são dadas no espaço
Euclidiano.

Figura 2.1: Modelo de câmera pinhole: O é o centro de projeção da câmera; ΠI é o plano
de imagem; P é um ponto no espaço 3D, projetado no ponto p′ sobre o plano de imagem;
e o′ é o ponto principal e a origem do sistema de coordenadas da imagem.

2.1 Modelo de Câmera Pinhole

Uma câmera é o mapeamento entre o mundo 3D e uma imagem 2D (HARTLEY;
ZISSERMAN, 2000). O modelo de câmera pinhole considera a projeção de pontos do
espaço 3D sobre um plano 2D usando como referência um centro de projeção pontual. A
Figura 2.1 ilustra o modelo de câmera pinhole, onde O é o centro de projeção da câmera e
também a origem do sistema de coordenadas do espaço 3D. O plano ΠI é conhecido como
plano de imagem e é paralelo ao plano XY . Nesse modelo, um ponto P = (XP,YP,ZP)T

no espaço 3D é projetado no ponto p′ sobre o plano de imagem. O ponto p′ é obtido a
partir da intersecção do plano ΠI com a linha reta que passa por O e por P. O ponto o′ é
conhecido como ponto principal. O ponto principal é a origem do sistema de coordenadas
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Figura 2.2: Vista lateral do modelo de câmera pinhole exibido na Figura 2.1. f denota a
distância focal entre o plano de imagem e o centro de projeção. As coordenadas do ponto
p′ são calculadas por semelhança de triângulos.

da imagem e é dado pela intersecção do eixo principal (i.e., eixo Z, também chamado de
eixo óptico) e o plano ΠI .

Uma vez conhecidas as coordenadas do ponto P, as coordenadas do ponto p′ são cal-
culadas por semelhança de triângulos, como mostra a Figura 2.2. Considerando que o
plano de imagem está afastado da origem O por uma distância focal f , P = (XP,YP,ZP)T

é mapeado para p′ = ( f XP/ZP, fYP/ZP, f )T . Sem perda de generalidade, f pode ser con-
siderado igual a 1. Dessa forma, a projeção do ponto P é dada por

p′ =

 xp′

yp′

zp′

=

 XP/ZP
YP/ZP

1

 (2.1)

Quando o centro de projeção do modelo de câmera pinhole está a uma distância finita
do plano de imagem, o mapeamento da cena é feito por projeção perspectiva. Na proje-
ção perspectiva, objetos mais afastados do observador parecem menores do que objetos
de mesmo tamanho que estão mais próximos do observador. A Figura 2.3 mostra uma
representação da prova de Euclides (BURTON, 1945) sobre os efeitos da perspectiva. Os
efeitos da projeção perspectiva estão relacionados com a distância focal. À medida que a
distância focal aumenta, os efeitos da projeção perspectiva diminuem.

Até então, todos os elementos geométricos utilizados, incluindo o plano de imagem
ΠI , são representados no espaço contínuo. Porém, é comum que a imagem gerada no
fim do processo de projeção da cena esteja no domínio discreto e possua um sistema de
coordenadas próprio. As imagens no domínio discreto (i.e., imagens raster) são matrizes

Figura 2.3: Prova de Euclides (300 a.C.) sobre os efeitos da projeção perspectiva. Objetos
mais afastados do observador O parecem menores do que objetos de mesmos tamanhos
mais próximos do observador.



27

Figura 2.4: Relação entre o sistema de coordenadas da imagem no domínio contínuo
(esquerda) e no domínio discreto (direita).

que armazenam em cada uma de suas células (i.e., pixels) a informação de cor por meio
da intensidade dos canais vermelho, verde e azul. A Figura 2.4 mostra a relação entre o
sistema de coordenadas da imagem no domínio contínuo e no domínio discreto utilizados
no presente trabalho. O eixo y crescendo para baixo (Figura 2.4, direita) é característico
da maior parte dos formatos de arquivo raster e de monitores. No domínio contínuo, a
unidade de medida utilizada é centímetros, enquanto que no domínio discreto a unidade é
o pixel.

2.2 Parâmetros da Câmera

O modelo de câmera pinhole possui dois conjuntos de parâmetros, os parâmetros in-
trínsecos e os parâmetros extrínsecos. Os parâmetros intrínsecos são responsáveis por re-
lacionar a projeção dos pontos sobre a imagem aos raios definidos pelo centro de projeção
e pontos no espaço 3D. Esses parâmetros compõem a matriz K (Equação 2.2), conhecida
como matriz de calibração da câmera, onde: f é a distância focal; sx e sy são as dimensões
do pixel na unidade de medida utilizada no domínio contínuo; γ é o coeficiente que define
o ângulo entre os eixos x e y dos pixels; e ox e oy são coordenadas do ponto principal no
sistema de coordenadas da imagem.

K =


f

sx
γ ox

0 f
sy

oy

0 0 1

 (2.2)

Uma vez conhecida a matriz de calibração da câmera, a relação entre um ponto p′

sobre um plano ΠI em Z = 1 (Equação 2.1) e sua posição p sobre a imagem no domínio
discreto (Figura 2.4, direita) é dada pela Equação 2.3, onde R é uma matriz de reflexão
usada para fazer com que o eixo y do sistema de coordenadas da imagem cresça para
baixo. Nessa equação, p é expresso em coordenadas homogêneas.

p =

 xp
yp
1

= RK p′ (2.3)

para

R =

 1 0 0
0 −1 0
0 0 1

 (2.4)

Os parâmetros extrínsecos são responsáveis por transformar um ponto em um sistema
de coordenadas qualquer para um ponto no sistema de coordenadas da câmera. Esses
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Figura 2.5: Os parâmetros extrínsecos da câmera são descritos por meio de uma matriz de
rotação e uma matriz de translação. Eles são responsáveis por transformar pontos PO no
sistema de coordenadas do objeto para pontos PC no sistema de coordenadas da câmera.

parâmetros são descritos por meio de uma matriz de rotação e uma matriz de translação,
aplicadas sobre os pontos no espaço 3D, conforme a Equação 2.5, onde: PO é o ponto
no sistema de coordenadas do objeto; DC e TC são as matrizes de rotação e translação,
respectivamente; e PC é o ponto no sistema de coordenadas da câmera.

PC = DCPO +TC (2.5)

A Figura 2.5 demonstra a conversão de um ponto no sistema de referências de um
objeto para o sistema de referências da câmera.

2.2.1 Distorções nas Imagens Obtidas com Câmeras Reais

Quando uma câmera pinhole é considerada, o conhecimento dos parâmetros intrínse-
cos é suficiente para o cálculo das coordenadas da projeção de um ponto no espaço 3D
em uma imagem (Equações 2.1, 2.2 e 2.3). No entanto, câmeras reais utilizam lentes que
acabam introduzindo alguma quantidade de distorção geométrica na imagem. Essas dis-
torções fazem com que os pontos sejam projetados em posições ligeiramente diferentes
das que deveriam em um modelo pinhole. A Figura 2.6 mostra uma imagem antes (es-
querda) e depois (direita) da remoção das distorções, capturada utilizando uma lente com
distância focal de 0,89 centímetros. Observe na imagem da esquerda como as linhas que
deveriam ser retas apresentam distorções.

São dois os tipos de distorções introduzidas por lentes em imagens: a distorção radial
e a distorção tangencial. A distorção radial é acentuada pelo uso de lentes com curvatura
acentuada e por distância focal pequena. Essa distorção é simétrica em relação ao eixo
óptico, aumentando na medida em que se afasta do “centro” da imagem para suas bordas.
Com isso, na região próxima ao ponto principal o efeito de distorção é quase impercep-
tível, aumentando radialmente em direção às bordas da imagem. A distorção tangencial,
por sua vez, é causada por um deslocamento na direção tangencial. Ela é acentuada em
sistemas ópticos descentralizados, onde os centros ópticos das lentes não são colineares.

A Figura 2.7 (a) mostra o modelo de distorção aplicado na correção da Figura 2.6.
O modelo é composto por uma componente radial (Figura 2.7, b) e uma componente
tangencial (Figura 2.7, c). Nessas imagens,× indica o centro da imagem, ◦ indica o ponto
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Figura 2.6: Imagem antes (esquerda) e depois (direita) da remoção das distorções.

principal e as setas indicam o deslocamento dos pixels por conta da distorção, sendo que
o deslocamento chega a 14 pixels no canto superior direito da Figura 2.7 (a).

Considerando as distorções introduzidas por uma lente, o equacionamento para o cál-
culo da projeção de um ponto P = (XP,YP,ZP)T no espaço 3D recebe uma etapa adicional,
ficando a operação completa representada por

p′ =

 xp′

yp′

1

=

 XP/ZP
YP/ZP

1


p′d =

(
xp′d
yp′d

)
= dr

(
xp′

yp′

)
+dt (2.6)

pd =

 xpd

ypd

1

= RK

 xp′d
yp′d
1


para

dr = 1+κ1 r2 +κ2 r4 +κ5 r6

dt =

 2 κ3 xp′ yp′+κ4

(
r2 +2 x2

p′

)
κ3

(
r2 +2 y2

p′

)
+2 κ4 xp′ yp′


r2 = x2

p′+ y2
p′

onde p′ e pd são calculados conforme as Equações 2.1 e 2.3, respectivamente, p′d é a
posição do ponto projetado levando em conta a distorção radial dr e a distorção tangencial
dt , e κ j são os coeficientes que modelam as distorções introduzidas pela lente, com 1 ≤
j ≤ 5.

2.2.2 Calibração dos Parâmetros da Câmera

A calibração de uma câmera é o processo pelo qual os parâmetros da câmera são com-
putados. Nem sempre é necessário conhecer os parâmetros extrínsecos, pois em grande
parte das aplicações os pontos no espaço 3D são representados apenas no sistema de co-
ordenadas da câmera. Já os parâmetros intrínsecos são requeridos pela maior parte dos
sistemas que visam extrair medidas da cena a partir de imagens. Um sistema onde os
parâmetros intrínsecos são informados de maneira completa é conhecido como sistema
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(a)

(b) (c)

Figura 2.7: Modelo de distorção da Figura 2.6, onde (a) é o modelo de distorção completo,
(b) é a componente radial do modelo e (c) é a componente tangencial.

calibrado, enquanto que um sistema onde apenas alguns dos parâmetros intrínsecos são
necessários é um sistema parcialmente calibrado.

No caso de câmeras reais que aproximam o modelo pinhole, os parâmetros intrínsecos
podem ser obtidos consultando a documentação fornecida pelos fabricantes da câmera e
da lente utilizada. Porém, nem sempre os parâmetros obtidos dessa forma reproduzem a
correta calibração da câmera. Isso porque os parâmetros de uma câmera estão sujeitos a
fatores externos, como choques mecânicos e variações de temperatura. Por esse motivo
é interessante que seja aplicado um procedimento de calibração para obter os parâmetros
intrínsecos da câmera, bem como os coeficientes de distorção radial e tangencial.

Um dos trabalhos pioneiros na calibração de câmeras a partir de imagens é o artigo de
Roger Y. Tsai (TSAI, 1987). Para uma análise histórica sobre desenvolvimento de técni-
cas para calibração de câmeras, o artigo de T. A. Clarke e J. G. Fryer (CLARKE; FRYER,
1998) pode ser consultado. No presente trabalho, a calibração dos parâmetros intrínsecos
e dos coeficientes de distorção foi realizada com o auxílio do Camera Calibration Tool-
box for Matlab, desenvolvido por Jean-Yves Bouguet (BOUGUET, 2005). As Figuras 2.6
e 2.7 foram geradas com o auxílio deste programa.

2.3 Pontos e Linhas de Fuga

A intersecção de planos paralelos em 3D com o plano Π∞ no infinito ocorre em uma
linha chamada linha do horizonte. A linha obtida a partir da projeção da linha do horizonte
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Figura 2.8: Π1 e Π2 são planos paralelos no espaço 3D. A intersecção de planos paralelos
com o plano Π∞ no infinito ocorre na linha Λ, chamada linha do horizonte.

no plano de imagem é conhecida como linha de fuga. A Figura 2.8 mostra a linha do
horizonte Λ dos planos Π1 e Π2, paralelos no espaço 3D.

No caso da intersecção de linhas retas paralelas no espaço 3D, o ponto resultante
também se encontra no infinito, sobre a linha do horizonte do plano que contem as retas.
A Figura 2.9 mostra o par de retas e1 e e2, que são paralelas no espaço 3D e que estão
sobre o plano Π. O ponto Ω é o ponto de intersecção entre as retas e1 e e2. A projeção de
Ω no plano de imagem é o ponto de fuga das projeções de e1 e e2.

No caso de existirem mais conjuntos de linhas paralelas sobre um plano, a linha de
fuga desse plano pode ser obtida como a linha reta que passa pelo ponto de fuga de cada
um dos conjuntos de linhas paralelas. Na Figura 2.10, a intersecção das linhas paralelas
e1 e e2 ocorre em Ω1 e a intersecção das linhas paralelas e3 e e4 ocorre em Ω2. A linha
do horizonte no plano Π é a linha reta que passa por Ω1 e Ω2.

A Figura 2.11 resume os conceitos de projeção perspectiva e formação de pontos e
linhas de fuga vistos até o momento. Nessa figura, s1 e s2 são segmentos de reta de
mesmo tamanho, paralelos no espaço 3D e que estão sobre o plano Π, assim como s3, s4,
s5 e s6 também são segmentos de retas de mesmo tamanho, paralelos no espaço 3D e que
estão sobre o plano Π. A projeção dos segmentos si no plano de imagem ΠI mostra os
efeitos da projeção perspectiva sobre a cena: quanto maior a distância entre o centro de

Figura 2.9: As retas e1 e e2 são paralelas no espaço 3D e estão sobre o plano Π. A
intersecção de e1 e e2 ocorre no ponto Ω que está no infinito, sobre a linha do horizonte
Λ. A projeção de Ω no plano de imagem é o ponto de fuga da projeção das retas e1 e e2.
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Figura 2.10: As retas e1 e e2 estão sobre o plano Π, são paralelas entre si e sua intersecção
ocorre no ponto Ω1. As retas e3 e e4 também estão sobre Π, são paralelas entre si e sua
intersecção ocorre em Ω2. A linha do horizonte de Π é a linha que passa por Ω1 e Ω2.

projeção O e o segmento, menor a representação desse segmento no plano de imagem.
A projeção de s3, s4, s5 e s6 mostra também que eles convergem para um único ponto, o
ponto de fuga ω . A linha de fuga do plano Π é dada por λ .

Uma vez que o conjunto de todos os planos paralelos entre si em 3D possuem a mesma
linha de fuga, então é evidente que a linha de fuga está relacionada apenas com a orien-
tação desses planos no espaço, ou seja, está associada ao vetor normal comum a esses
planos. O vetor normal de um plano pode ser calculado a partir de

NΠ =
RKT λ

‖RKT λ‖
(2.7)

onde NΠ é o vetor normal no plano no espaço 3D expresso no sistema de referências da
câmera, λ = (aλ ,bλ ,cλ )T é o vetor com os coeficientes da equação da linha de fuga, K é a
matriz com os parâmetros intrínsecos da câmera (Equação 2.2) e R é a matriz de reflexão
usada para fazer com que o eixo y do sistema de coordenadas da imagem cresça para
baixo (Equação 2.4).

Figura 2.11: Efeitos da projeção perspectiva e formação de linha e ponto de fuga, onde: s1
e s2 são segmentos de reta de mesmo tamanho, paralelos no espaço 3D e que estão sobre
o plano Π; s3, s4, s5 e s6 são segmentos de retas de mesmo tamanho, paralelos no espaço
3D e que estão sobre o plano Π; O é o centro de projeção; ΠI é o plano de imagem; ω é
o ponto de fuga dos segmentos s3, s4, s5 e s6; e λ é a linha de fuga do plano Π.
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2.4 Discussão

Os principais conceitos de geometria projetiva e visão computacional utilizados nessa
dissertação foram introduzidos no presente capítulo. Foram descritos o modelo de câmera
pinhole e as características da projeção perspectiva. Também foram apresentados os dois
grupos de parâmetros associados a uma câmera, os parâmetros intrínsecos e os parâmetros
extrínsecos. Levando em conta que as imagens utilizadas nesse trabalho são imagens
obtidas por câmeras reais, o capítulo também abordou a importância da calibração e a
remoção das distorções geométricas nas imagens. Esses procedimentos fazem com que a
imagem capturada fique mais próxima das obtidas pela utilização do modelo de câmera
pinhole. Por fim, foram apresentados os conceitos de pontos e linhas de fuga e o cálculo
da normal de um plano a partir de sua linha de fuga.

As definições dadas nesse capítulo são fundamentais para o cálculo de dimensões de
caixas proposto nesse trabalho e serão utilizadas principalmente nos Capítulos 3 e 5, onde
é feita a revisão bibliográfica das técnicas para a extração de informações geométricas
de cenas a partir de imagens e onde é apresentado o método proposto para o cálculo de
dimensões de caixas, respectivamente.
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3 TRABALHOS RELACIONADOS

Nesse capítulo é feita a análise de técnicas para a extração de informações geométricas
de cenas a partir de imagens. Essas técnicas são comumente classificadas como técnicas
ativas ou técnicas passivas. As técnicas ativas se caracterizam pela introdução de algum
tipo de sinal no ambiente e as informações relacionadas à geometria são recuperadas por
análise do comportamento do sinal. As técnicas passivas, por sua vez, apenas coletam
imagens e, a partir de sua análise, tentam estimar posições, ângulos e distâncias. Dentro
desses dois grandes grupos são observadas classes de técnicas, mapeadas conforme a
hierarquia definida na Figura 3.1.

Figura 3.1: Classificação hierárquica das técnicas que visam a extração de medidas com
base em imagens.

Tanto nas técnicas ativas quanto nas técnicas passivas são observados alguns proble-
mas comuns, que precisam ser considerados antes que qualquer medição seja realizada.
Na Seção 3.1 são enumerados esses problemas. Nas Seções 3.2 e 3.3 são apontados exem-
plos de técnicas ativas e passivas, de acordo com a classificação exibida na Figura 3.1. Na
Seção 3.4 é dada atenção especial às técnicas passivas que fazem uso de uma única ima-
gem, por serem as que mais se aproximam à técnica proposta no presente trabalho.

3.1 Problemas Comuns a Técnicas Baseadas em Imagens

Ao se trabalhar com a extração de medidas do ambiente a partir de imagens é preciso
ter em mente que estruturas geométricas confiáveis e bem definidas da cena precisam ser
visualizadas e, no caso da reconstrução a partir de múltiplas imagens, sempre haverá o
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problema de correspondência a ser resolvido. O problema da correspondência consiste
em descobrir quais feições visíveis em várias imagens correspondem à projeção de um
mesmo elemento da cena.

Estruturas geométricas podem não estar bem definidas nas imagens devido a proble-
mas no ajuste do foco ou por fatores mais complexos como o motion blur, observado em
imagens obtidas com um tempo de exposição longo ou por objetos que se movem rapida-
mente em relação à câmera. O problema da oclusão também interfere na visibilidade de
estruturas geométricas confiáveis, sendo esse fator mais crítico na utilização de múltiplas
vistas de câmera, pois dificulta o estabelecimento da correspondência. Como solução
para o problema da oclusão é comum a utilização de mais vistas da cena, até que uma
porção suficiente das superfícies esteja sendo capturada. A baixa resolução das imagens
utilizadas é outro fator a ser considerado.

De acordo com as características da técnica utilizada, é preciso avaliar também a ne-
cessidade de se ter ou não o conhecimento prévio dos parâmetros intrínsecos e extrínsecos
da câmera. Caso os parâmetros sejam necessários, é preciso observar se eles serão infor-
mados de maneira completa, de forma parcial ou se serão calculados ao longo do processo.
Além dessas dificuldades, outros cuidados precisam ser tomados, como por exemplo, a
remoção das distorções nas imagens.

Uma discussão completa sobre a calibração dos parâmetros intrínsecos e extrínsecos
de uma câmera e a remoção das distorções na imagem é feita no Capítulo 2.

3.2 Técnicas Ativas

As técnicas ativas para se extrair informações geométricas da cena a partir de imagens
se caracterizam pela introdução de algum tipo de sinal no ambiente, sendo seus resultados
derivados da análise do comportamento desse sinal. Como exemplo, podem ser citados o
ultrasom e a triangulação ativa. Exemplos de técnicas ativas são abordados na seqüência.

3.2.1 Ultrasom

O ultrasom tem sido amplamente utilizado por sistemas de medição de volume e dis-
tância em estruturas de difícil acesso. Na medicina, o ultrasom tem sido uma ferramenta
não invasiva de grande importância não só no diagnóstico de doenças como também no
planejamento de cirurgias (CANNON et al., 2003). Na robótica, os dispositivos de ultra-
som tem sido empregados no auxílio à navegação de veículos autônomos (FIGUEROA;
MAHAJAN, 1994), onde a acurácia e velocidade do sistema de localização são vitais.

3.2.2 Triangulação Ativa

Triangulação é provavelmente o método mais antigo para a medição de profundidade
de pontos no espaço e também é uma das técnicas mais comuns (SANZ, 1989). A geome-
tria de um sistema de triangulação ativa é exibida na Figura 3.2. Conhecendo-se a relação
espacial entre o projetor e a câmera, bem como os parâmetros intrínsecos da câmera, a po-
sição do ponto P no espaço Euclidiano pode ser estimada pela aplicação da lei dos senos
(Equação 3.1). Na Figura 3.2, os segmentos de reta A, B e C definem um triângulo cujo
ângulo α , o comprimento de C (denominado baseline) e a posição em que P é projetado
na imagem capturada pela câmera são conhecidos.

sen(6 AB)
C

=
sen(6 BC)

A
=

sen(6 CA)
B

(3.1)
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Figura 3.2: Geometria para um sistema de triangulação ativa. Conhecendo-se a relação
espacial entre o projetor e a câmera, bem como os parâmetros intrínsecos da câmera, a
posição do ponto P no espaço Euclidiano pode ser estimada pela aplicação da lei dos
senos (Equação 3.1). Imagem adaptada de (SANZ, 1989).

3.2.2.1 Luz Estruturada

As técnicas baseadas em luz estruturada consistem na projeção de um padrão de luz
conhecido (e.g., linhas horizontais ou verticais, grids, ou outros padrões mais complexos)
sobre o objeto para o qual se deseja extrair informações geométricas. A partir da análise
da distorção do padrão observado de um diferente ponto de vista, é possível estimar as va-
riações na superfície. A técnica faz uso de triangulação ativa descrita anteriormente, sendo
que os componentes do sistema são tradicionalmente dispostos conforme a Figura 3.3.

À esquerda da Figura 3.3 temos o projetor de padrões e o padrão que está sendo pro-
jetado; ao centro temos o objeto do qual a geometria pretende-se estimar e à direita a
imagem capturada pela câmera. A transição entre duas das listras do padrão projetado
representa um plano que intersecciona a superfície do objeto e um pixel na imagem re-
presenta um raio de visualização. Uma vez conhecida a relação entre o plano projetado e
o raio, a profundidade para o pixel é obtida pela intersecção entre o plano e o raio.

Como exemplo de utilização de luz estruturada, pode-se citar o trabalho de Marc
Proesmans e Luc Van Gool, que apresentam em (PROESMANS; VAN GOOL, 1997) um
método que propõe a extração da forma 3D de objetos, juntamente com a textura de sua
superfície. Tanto a forma quanto a textura são obtidas de uma única imagem.

Um método diferente dos métodos convencionais de luz estruturada foi concebido por
Jean-Yves Bouguet e Pietro Perona (BOUGUET; PERONA, 1998; BOUGUET, 1999),
onde o hardware necessário se restringe a uma câmera de vídeo, uma luminária de mesa,
um lápis e um tabuleiro de xadrez. O princípio do método consiste em lançar uma sombra
sobre a cena com o lápis ou uma vareta e utilizar a imagem da deformação da sombra para
estimar a forma tridimensional dessa cena.

3.2.2.2 Laser

As técnicas que utilizam laser e as técnicas que utilizam luz estruturada possuem
princípios de funcionamento bastante semelhantes. Ambos se baseiam na triangulação
ativa e a projeção do laser nada mais é que a projeção de um padrão de luz bastante intensa,
cuja deformação em função da superfície precisa ser analisada pelo sistema. A vantagem
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Figura 3.3: Exemplo de utilização de luz estruturada. No lado esquerdo temos o projetor
de padrões e o padrão que está sendo projetado no momento. Ao centro está a superfície
da qual pretende-se estimar a geometria. No lado direito, a câmera captura a imagem da
deformação do padrão projetado em função da geometria da superfície. Imagem extraída
de (LI; STRAUB; PRAUTZSCH, 2004).

da utilização do laser está, por exemplo, na intensidade do sinal luminoso emitido, o que
torna a abordagem menos sensível à presença de iluminação ambiente.

A Figura 3.4 mostra um exemplo de utilização de laser. No lado esquerdo está repre-
sentado um feixe de laser que, com o auxílio de uma lente cilíndrica, projeta uma linha
sobre o objeto. O objeto, por sua vez, está sendo observado por uma câmera disposta
no lado direito. A princípio, a posição e orientação do laser para com relação à câmera
são conhecidas. Na imagem capturada pela câmera, cada pixel representa um raio que
parte do centro de projeção e intersecciona em um ponto a superfície do objeto da qual a
geometria pretende-se estimar. Pela intersecção desse raio com o plano de laser, a profun-
didade para o pixel é estimada. A partir da captura de sucessivas imagens com diferentes
ângulos de incidência para o plano de laser, a geometria da superfície do objeto é extraída.

Um projeto interessante que faz uso da triangulação óptica com laser é The Digital
Michelangelo Project, liderado por Mark Levoy (LEVOY et al., 2000). O projeto utilizou
um sistema composto por hardware e software para digitalização da forma e cor de objetos
frágeis e de grande porte sob condições não laboratoriais.

A triangulação óptica baseada na projeção de lasers também é utilizada na obtenção
de modelos em menor escala. Em (STRAT; OLIVEIRA, 2003), Askold Strat e Manuel
M. Oliveira descrevem a construção de uma câmera fotográfica 3D portátil aplicada na
reconstrução de superfícies suaves a partir de duas imagens obtidas do mesmo ponto de
vista em um intervalo de tempo inferior a um segundo. O sistema é composto por uma
câmera digital convencional, um gerador de padrões de laser (e.g., linhas retas que seguem
a mesma inclinação) e um software para o processamento das imagens.

Outra abordagem que utiliza laser, porém não na forma de triangulação ativa, é a
aplicação de laser time-of-flight rangefinder. Nessa abordagem, um impulso luminoso é
emitido pelo laser e, conforme o tempo de resposta do sinal, a distância entre o ponto de
referência (i.e., a posição do próprio equipamento) e a superfície visível é estimada. Um
exemplo de utilização desse tipo de equipamento é apresentado por Lars Nyland et al.,
que descrevem em (NYLAND et al., 1999) a construção de um sistema capaz de gerar
imagens panorâmicas coloridas de ambientes fechados, onde cada pixel armazena tanto a
informação de cor quanto a profundidade em relação ao laser.
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Figura 3.4: Exemplo de scanner que trabalha com a triangulação de linhas de laser. No
lado esquerdo temos um feixe de laser que, com o auxílio de uma lente cilíndrica, projeta
sobre o objeto uma linha. O objeto é observado por uma câmera, disposta no lado direito.
Imagem extraída de (CURLESS, 1997).

3.3 Técnicas Passivas

Ao contrário das técnicas ativas, as técnicas passivas não introduzem sinais no ambi-
ente, apenas coletam imagens e a partir de sua análise tentam estimar posições, ângulos e
distâncias. Por estarem sujeitas exclusivamente ao que foi registrado nas imagens, a via-
bilidade da utilização de técnicas passivas está relacionada com a quantidade de informa-
ções de alta freqüência visível, ou seja, técnicas passivas tendem a falhar se a quantidade
de textura no ambiente é baixa. Como exemplo de técnicas passivas pode ser citado o
uso da variação de foco, a triangulação com duas ou mais câmeras e medições realiza-
das diretamente sobre uma imagem convencional, pelo estabelecimento de relações entre
elementos (e.g., pontos coplanares e linhas paralelas no espaço Euclidiano) demarcados
sobre a imagem.

3.3.1 Variação de Foco

A variação de foco é considerada uma das maiores fontes de noção de profundidade
utilizada pela visão humana (XIONG; SHAFER, 1993), juntamente com a estereoscopia
(Seção 3.3.2.1) e outras pistas passivas presentes em imagens.

Estimar a geometria de uma cena a partir da variação do foco consiste em recuperar
a informação de profundidade associada a cada pixel da imagem explorando a variação
do borramento presente em um conjunto de imagens capturadas de um mesmo ponto de
vista, porém com diferentes configurações de foco. A distância de um ponto na cena em
relação à câmera é obtida por um processo de regulagem chamado autofoco. No momento
em que o melhor foco (i.e., aquele que faz com que a imagem de um ponto fique mais
nítida) é encontrado para o ponto em questão, a configuração de foco definida é utilizada
no cálculo da profundidade associada a esse ponto.

Jorge L. C. Sanz (SANZ, 1989), Shree K. Nayar et al. (NAYAR; WATANABE; NO-
GUCHI, 1995), Yalin Xiong e Steven A. Shafer (XIONG; SHAFER, 1993) provêem in-
formações adicionais sobre a técnica de variação de foco e implementações da mesma.
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3.3.2 Triangulação Passiva

Extrair a geometria a partir de múltiplas imagens de uma cena envolve resolver o pro-
blema de correspondência, onde é necessário garantir que um conjunto de elementos pro-
jetados em duas ou mais imagens sejam exatamente os mesmos elementos na cena (HAR-
TLEY; ZISSERMAN, 2000).

Assumindo que a correspondência entre pontos tenha sido determinada, de forma que
a projeção de um ponto no espaço Euclidiano (Pi) seja conhecida nas duas imagens (pi e
p′i), conforme mostrado na Figura 3.5, o método de triangulação de raios correspondentes
faz uso da lei dos senos (Equação 3.1) para estimar a posição de Pi. No entanto, para que
tal cálculo seja possível, os parâmetros intrínsecos e extrínsecos das câmeras precisam ser
conhecidos. Na Figura 3.5, OC e O′C representam a origem dos sistemas de referência das
câmeras e R e T são a rotação e translação que transformam as coordenadas dos pontos em
um sistema de referência para o outro. e e e′ são os epipolos (i.e., os pontos onde O′C e OC
são projetados na imagem capturada pela câmera da esquerda e direita, respectivamente).

Figura 3.5: Sistema de aquisição estéreo, onde Pi é um ponto no espaço observado por
duas câmeras. pi e p′i são a projeção de Pi nas imagens da esquerda e da direita, respec-
tivamente. OC e O′C representam a origem dos sistemas de referência das câmeras e R
e T são a rotação e translação que transformam as coordenadas dos pontos em um sis-
tema de referência para o outro. e e e′ são os pontos onde O′C e OC seriam projetados na
imagem capturada pela câmera da esquerda e direita, respectivamente. Imagem extraída
de (BOUGUET, 1999).

3.3.2.1 Estereoscopia

A reconstrução da cena com visão estéreo consiste em capturar duas projeções da
cena, tomadas de diferentes pontos de vista, e estimar a profundidade em uma delas a
partir da análise da disparidade entre elementos correspondentes nessas duas imagens
(Figura 3.5). Logo, o processo é composto por duas etapas básicas: a primeira é encon-
trar os pontos correspondentes nas duas projeções e a segunda é calcular a intersecção
dos raios correspondentes no espaço 3D. A estereoscopia é o único meio passivo que dá
correta noção de profundidade (BOUGUET, 1999).
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Longuet-Higgins (LONGUET-HIGGINS, 1981) idealizou o algoritmo para se com-
putar a estrutura tridimensional de uma cena baseando-se em um par de imagens pers-
pectivas correlacionadas, onde a posição e orientação relativa entre as duas projeções são
desconhecidas. Em seu trabalho é assumido que o problema da correspondência está re-
solvido e que a cena contém ao menos oito pontos cujas imagens podem ser localizadas
nas duas projeções.

Como fonte de referência para diversas outras técnicas de reconstrução da geometria
a partir de imagens, as teses de doutorado de David Liebowitz (LIEBOWITZ, 2001) e de
Jean-Yves Bouguet (BOUGUET, 1999) podem ser consultadas, assim como o livro de
Richard I. Hartley e Andrew Zisserman (HARTLEY; ZISSERMAN, 2000).

3.3.2.2 Três ou Mais Câmeras

Duas vistas de câmera são suficientes para a reconstrução da parte visível de uma cena,
no entanto a adição de outras vistas serve para reduzir a incerteza associada ao posicio-
namento espacial das estruturas visualizadas (HARTLEY; ZISSERMAN, 2000). Isso se
deve ao fato de que com duas vistas de câmera apenas pontos são tratados, enquanto que
com três ou mais vistas fica possível estimar transformações rígidas baseadas em linhas.
Outra vantagem é a redução do problema da oclusão. Como desvantagem é apontado o
aumento da complexidade dos sistemas.

O primeiro trabalho a tratar dos problemas de se utilizar mais que duas vistas de câ-
mera foi (FAUGERAS; LUONG; MAYBANK, 1992). Em seu trabalho, Olivier Faugeras
et al. apresentam um método para autocalibração utilizando trios de imagens. Os autores
demonstraram que é possível a calibração de uma câmera apenas apontando-a para a cena,
selecionando pontos de interesse e então os seguindo na seqüência de imagens capturadas
à medida que a câmera se movimenta.

3.4 Cálculo de Dimensões a Partir de Uma Única Imagem

Como mencionado anteriormente, a reconstrução da estrutura tridimensional e/ou ex-
tração de medidas de uma cena a partir de imagens tem motivado muitas pesquisas no
campo da visão computacional. No entanto, o grupo de pesquisadores que tratam do pro-
blema utilizando uma única imagem é restrito. A presente seção é reservada à discussão
das pesquisas pertencentes a esse seleto grupo que utiliza como principal ferramenta os
princípios da geometria projetiva.

3.4.1 Métodos para Identificação de Objetos Poliédricos

Idealmente, a imagem da projeção de um objeto poliédrico de cor constante é com-
posta por regiões de sombreamento uniforme, correspondente às faces do objeto. As
arestas do objeto podem então ser identificadas com a aplicação de um procedimento de
detecção de bordas. Com base nesse princípio, M. B. Clowes (CLOWES, 1971) e D.
A. Huffman (HUFFMAN, 1971) desenvolveram técnicas cujo objetivo é o de estimar a
orientação espacial de objetos poliédricos, a partir da consulta a dicionários que descre-
vem as possíveis projeções de vértices triedrais (i.e., vértices formados pela intersecção
de três segmentos de reta). A Figura 3.6 mostra dois objetos sendo representados por um
dicionário de vértices triedrais.

Porém, existem dois problemas na utilização de dicionários que classificam vértices
triedrais. O primeiro deles aparece quando um único objeto pode ser representado por di-
ferentes combinações válidas de vértices triedrais. O segundo problema é o custo compu-
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Figura 3.6: Exemplo de um dicionário que descreve objetos a partir de seus vértices trie-
drais. As bordas dos objetos da esquerda formam vértices triedrais que são classificados
conforme o dicionário definido na tabela à direita. Imagem extraída de (WALTZ, 1972).

tacional de se calcular todas as possíveis combinações no caso de muitos vértices triedrais
serem identificados na imagem. Para amenizar a ocorrência desses problemas, David L.
Waltz (WALTZ, 1972) propõe uso de informações adicionais vindas do sombreamento
das faces para criar um dicionário mais completo. Esse dicionário utiliza a informação de
concavidade e convexidade das faces, limitando a quantidade de combinações válidas de
vértices triedrais.

É importante observar que a identificação da orientação espacial de objetos não im-
plica em estimar suas dimensões em escala apropriada. Para que seja possível estimar as
dimensões do objeto, primeiro é preciso resolver o problema da ambigüidade projetiva. A
forma utilizada no presente trabalho para a solução do problema da ambigüidade projetiva
é descrita no Capítulo 5.

3.4.2 Métodos Baseados em Homografia

É denominada homografia a relação entre dois elementos (e.g., pontos, linhas ou pla-
nos), de forma que qualquer ponto em um elemento corresponda a um e apenas um ponto
no outro elemento e vice-versa. Nessa seção serão apresentados métodos que utilizam ho-
mografias definidas entre elementos identificados em uma imagem e elementos no espaço
Euclidiano para realizar medições diretamente sobre uma imagem convencional.

O interesse na extração de medidas da cena a partir de uma única imagem é em parte
motivado pela grande quantidade de imagens (e.g., fotografias, vídeos e pinturas) dis-
poníveis no nosso dia-a-dia e que poderiam ser utilizadas na reconstrução da geometria
da parte visível da cena ou apenas da porção que desperte maior interesse. Com base
nessa motivação, Antonio Criminisi et al. (CRIMINISI et al., 1998) desenvolveram um
algoritmo que calcula o comprimento de um segmento de reta no espaço tridimensional,
apontando em uma imagem o segmento de interesse e outro segmento paralelo ao pri-
meiro e de tamanho conhecido. O algoritmo proposto é aplicado, por exemplo, no auxílio
à identificação da altura de suspeitos de crimes cujo delito tenha sido registrado por uma
câmera de segurança.

A Figura 3.7 mostra um exemplo de medição obtida. Dada a linha de fuga do plano
de referência (i.e., solo), o ponto de fuga na direção vertical e ao menos uma altura de
referência hr, determinada pela distância entre os pontos tr e br, a altura h de qualquer
ponto em relação ao plano de referência pode ser estimada informando-se um ponto t
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Figura 3.7: Exemplo de medida de altura obtida a partir da aplicação da técnica descrita
em (CRIMINISI et al., 1998). Na imagem da esquerda, tr e br são os pontos de referência,
hr é a distância conhecida entre esses pontos. t e b são os pontos cuja distância h precisa
ser estimada. Na imagem da direita é apresentada a medida estimada para h. Imagem
extraída de (CRIMINISI et al., 1998).

e sua projeção perpendicular sobre solo, b. É importante comentar que os pontos br e b
fazem parte de plano de referência e os segmentos de reta trbr e tb são paralelos no espaço
Euclidiano. Para se estimar a altura h desejada, um método que define uma homografia
entre a linha demarcada sobre a imagem e a linha no espaço tridimensional é utilizado.

Um dos fatores mais interessantes desse método é que os parâmetros intrínsecos e ex-
trínsecos da câmera não precisam ser conhecidos, o que facilita a sua aplicação a imagens
de arquivos. Uma das dificuldades em sua aplicação é estimar qual o ponto na imagem
que melhor se posiciona em relação às extremidades do segmento de reta do qual o com-
primento deseja-se mensurar.

Em trabalhos relacionados ao anterior, Antonio Criminisi et al. (CRIMINISI; REID;
ZISSERMAN, 1997, 1999a) apresentam um algoritmo que permite a medição da distân-
cia entre dois pontos sobre um plano de referência (Figura 3.8) a partir de uma imagem
gerada com projeção perspectiva da cena e de uma medida conhecida sobre esse plano.
A técnica apresentada faz uso de um método que define uma homografia entre o plano
de imagem e um plano no espaço tridimensional, ao contrário da técnica anterior onde a
homografia é aplicada de linha para linha. Da mesma forma que no método anterior, não
há a necessidade de se informar os parâmetros da câmera.

Seguindo a linha da utilização de homografias, Antonio Criminisi et al. (CRIMINISI;
REID; ZISSERMAN, 1999b, 2000) descrevem como medições afins no espaço 3D (e.g.,
distâncias, áreas, etc.) podem ser computadas a partir de uma única imagem da cena em
projeção perspectiva, apontando-se apenas a planaridade de pontos e paralelismo entre
linhas, para a identificação da linha de fuga de um plano de referência e um ponto de fuga
de uma direção não paralela a esse plano. Nesses trabalhos são apresentados:

1. Modos de se computar a distância entre planos paralelos ao plano de referência,
com a dependência de um fator de escala em comum;

2. Como computar a área e comprimentos em qualquer plano paralelo ao plano de
referência; e
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Figura 3.8: Resultado obtido a partir da aplicação do método descrito em (CRIMINISI;
REID; ZISSERMAN, 1997, 1999a). No lado esquerdo é exibida a imagem original. No
lado direito estão as medidas estimadas para os segmentos de reta marcados sobre o plano
de referência (a parede). Os pontos pretos foram utilizados na computação da homogra-
fia entre o plano de referência e o plano de imagem. A incerteza é limitada a ±1 des-
vio padrão e a dimensão real dos segmentos assinalados é de 139 cm. Imagem extraída
de (CRIMINISI; REID; ZISSERMAN, 1997).

3. Como determinar a posição e orientação da câmera no espaço Euclidiano.

As medidas obtidas a partir da utilização da técnica descrita em (CRIMINISI; REID;
ZISSERMAN, 1999b, 2000) aplicam-se desde o auxílio a análises forenses até a mode-
lagem virtual baseada em fotos ou pinturas. Como referência adicional a respeito das
técnicas citadas nessa seção é apontada a tese de doutorado de Antonio Criminisi (CRI-
MINISI, 1999).

3.4.3 Métodos para Medição de Dimensões de Caixas

Seguindo uma linha de pesquisa diferente da apresentada até o momento, Kefei Lu (LU,
2000) aborda o problema de se obter as dimensões de caixas (i.e., paralelepípedos) com
base em uma única imagem em tons de cinza, para aplicações industriais, de transporte
e armazenamento. Em seu trabalho, é desenvolvida uma solução onde a intervenção do
usuário não é necessária após uma etapa de configuração inicial. O método proposto
primeiro tenta identificar o objeto na imagem para depois estimar suas dimensões.

Para a identificação, são extraídas direto da imagem propriedades que caracterizam
uma caixa e que auxiliam em sua posterior reconstrução no espaço Euclidiano. Como
exemplo dessas propriedades, podem ser citados segmentos de reta obtidos a partir de de-
tecção de bordas. Os segmentos de retas, quando combinados, fornecem pistas a respeito
de paralelismo e ortogonalidade no espaço tridimensional. Vértices triedrais são forma-
dos e combinados na tentativa de se estimar a posição do objeto na imagem. Uma vez
identificados os vértices do objeto sobre a imagem, o cálculo de suas respectivas coor-
denadas no espaço Euclidiano se faz necessário para que as dimensões das arestas sejam
estimadas. A partir de restrições estabelecidas pela geometria da caixa (e.g., paralelismo
e ortogonalidade entre arestas no espaço Euclidiano), um sistema de equações é mon-
tado e, desde que a distância entre a câmera e a caixa seja conhecida, as dimensões são
finalmente calculadas.

Lu (LU, 2000) aponta algumas limitações em seu método:

1. Para que a caixa seja identificada, é preciso que três faces estejam visíveis simulta-
neamente;
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2. As imagens são obtidas por meio de projeção paralela ortográfica, para fins de sim-
plificação dos cálculos;

3. De acordo com a autora, o processo pode falhar devido a má qualidade das imagens
dadas como entrada ou devido ao excesso de textura presente nas faces. O excesso
de textura tende a gerar uma grande quantidade de vértices triedrais e, conseqüen-
temente, um elevado número de combinações a serem testadas. A aplicação visa
tempo real e impõe um limite no tempo máximo para realização do cálculo; e

4. Caso a distância entre a câmera e a caixa não seja informada, as dimensões calcula-
das ficam sujeitas a um fator de escala. A necessidade de conhecer a distância entre
a câmera e a caixa é um fator bastante restritivo no método proposto por Lu.

Essas limitações são resolvidas pelo método para cálculo de dimensões de caixas pro-
posto no presente trabalho.

3.5 Discussão

Os dois grupos utilizados para classificação das técnicas que extraem informações
geométricas a partir de imagens foram apresentados nesse capítulo. Foram citadas refe-
rências para cada uma das técnicas ativas e passivas mencionadas, sendo que as técnicas
passivas que utilizam uma única imagem na extração de medidas receberam atenção es-
pecial, pois são as que mais se aproximam da abordagem proposta no presente trabalho.
De modo geral, os trabalhos referenciados refletem o estado da arte nesse segmento da
visão computacional.

A motivação do presente trabalho está na necessidade de se estudar técnicas para me-
dições que sejam rápidas em seu processamento e que sejam de fácil utilização. As técni-
cas passivas que fazem uso de uma única imagem atendem melhor a esses pré-requisitos,
enquanto que técnicas passivas baseadas na variação de foco são limitadas por depende-
rem de ambientes ricos em textura e técnicas baseadas em triangulação passiva necessitam
que o problema da correspondência seja resolvido.

Técnicas ativas possuem a vantagem da necessidade de pouca ou nenhuma interven-
ção por parte do usuário. Em contrapartida, a aplicação de técnicas dessa natureza traz a
desvantagem da necessidade de hardware especial, como lasers e projetores de padrões,
o que muitas vezes encarece a solução. Em geral, as técnicas baseadas em triangulação
ativa são extremamente eficientes na extração de informação geométrica da cena, porém
o problema do cálculo das dimensões de caixas pode ser resolvido de forma mais simples,
conforme será demonstrado nos próximos capítulos. De fato, o presente trabalho faz uso
de uma abordagem ativa para resolver o problema da ambigüidade projetiva (Capítulo 5),
mas isso não implica que as dimensões da caixa sejam extraídas por meio de uma técnica
ativa.

Já as técnicas passivas apresentadas não necessitam de nenhum hardware especial, a
não ser as câmeras empregadas na captura das imagens. No caso da utilização de uma
única câmera, a vantagem maior está no baixo custo associado à concepção do sistema,
porém requer a necessidade de intervenção do usuário. A intervenção do usuário nesses
casos se dá pela indicação manual da planaridade de pontos, paralelismo de linhas no
espaço Euclidiano e, eventualmente, o conhecimento prévio do comprimento da medida
de um segmento de reta, demarcado sobre a imagem (CRIMINISI; REID; ZISSERMAN,
1997, 1999a,b, 2000; CRIMINISI et al., 1998). Essa medida de referência é utilizada na
solução do problema da ambigüidade inerente a imagens obtidas por projeção perspectiva.
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As técnicas que visam a identificação da orientação de objetos poliédricos na ima-
gem (CLOWES, 1971; HUFFMAN, 1971; WALTZ, 1972) e a abordagem de Kefei Lu (LU,
2000) não são capazes de retornar as dimensões das caixas em escala apropriada, a menos
que a distância entre o observador e a caixa seja previamente conhecida. Além disso, o
excesso de textura nas faces da caixa podem fazer com que o tempo de processamento
ultrapasse o limite imposto por aplicações que visam resposta em tempo real.

O presente trabalho propõe o cálculo das dimensões de caixas com base em um única
imagem gerada com projeção perspectiva, apresentando reconstrução métrica em tempo
real e de forma completamente automática. O método pode ser aplicado a caixas com tex-
turas arbitrárias, pode ser utilizado quando duas ou três faces da caixa são visíveis e até
mesmo quando as arestas da caixa de interesse estão parcialmente ocultas por outros ob-
jetos. O presente trabalho é uma extensão da abordagem proposta por Manuel M. Oliveira
e Gustavo J. Crespo (OLIVEIRA, 2001; CRESPO, 2002), onde parte do equacionamento
utilizado foi proposto. As diferenças mais significativas em relação a esses trabalhos são:

1. Cálculo das dimensões da caixa em tempo real. No trabalho original, a captura da
imagem e seu processamento eram feitos off-line, em duas etapas distintas. Além
disso, o cálculo das dimensões não era em tempo real, requerendo alguns segundos
de processamento;

2. Suporte à presença de vários objetos na cena, além da caixa de interesse (Capí-
tulo 4). Em (CRESPO, 2002), a cena é composta por um único objeto (caixa) contra
o fundo de cor conhecida. Além disso, o processo de identificação da caixa na cena
foi completamente reformulado, utilizando de forma mais perspicaz as restrições
impostas pela geometria de um paralelepípedo;

3. Utilização de uma abordagem estatística e menos sensível à variações de iluminação
na identificação do fundo da cena (Capítulo 6). Em (CRESPO, 2002), a remoção
de fundo é realizada por meio da aplicação de um limiar em RGB;

4. Desenvolvimento e utilização de uma variante da transformada de Hough (Capí-
tulo 7). No trabalho original é aplicado o método proposto por Richard O. Duda
e Peter E. Hart (DUDA; HART, 1972), o qual é inapropriado para aplicações de
tempo real;

5. Utilização de uma abordagem diferente na identificação da projeção dos feixes de
laser sobre a caixa (Capítulo 8);

6. Verificação da qualidade das medições realizadas, a partir da aplicação de análises
estatísticas sobre os resultados obtidos (Capítulo 9); e

7. Estudo da propagação dos erros ao longo da cadeia computacional (Capítulo 9).
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4 IDENTIFICANDO A CAIXA ALVO NA IMAGEM

Nesse trabalho, caixas são modeladas como paralelepípedos apesar de caixas reais
apresentarem muitas imperfeições (e.g., faces e cantos curvados, assimetrias, etc.). As
dimensões de paralelepípedos podem ser calculadas a partir das coordenadas 3D de quatro
de seus vértices não co-planares, como destacados na Figura 4.1.

Figura 4.1: Três vistas de um paralelepípedo. Suas dimensões podem ser calculadas, por
exemplo, conhecendo-se as coordenadas 3D dos vértices destacados.

As coordenadas 3D dos vértices de uma caixa podem ser obtidas pela intersecção de
raios, que passam pelo centro de projeção da câmera e pela projeção dos vértices desta
caixa no plano de imagem, com os planos que contém as faces da caixa, conforme ilustra
a Figura 4.2. Nessa figura, Π f é o plano que contém uma das faces da caixa, O é o centro
de projeção da câmera, V e v′ são, respectivamente, um dos vértices da caixa no espaço
3D e sua projeção no plano de imagem ΠI . Assim, para que seja possível calcular as
dimensões de uma caixa a partir de sua imagem, dois problemas precisam ser resolvidos:

1. Encontrar a projeção dos vértices no plano de imagem; e

2. Encontrar as equações dos planos que contém as faces da caixa no espaço 3D.

Nesse capítulo é tratado o problema da identificação da projeção dos vértices da caixa
na imagem. O cálculo da equação dos planos que contém as faces da caixa e o cálculo de
suas dimensões serão abordados no Capítulo 5.

4.1 Encontrando os Vértices da Caixa na Imagem

A projeção de seis dos vértices da caixa na imagem pode ser obtida como os can-
tos da silhueta dessa caixa, como mostra o ponto v′ na Figura 4.2. Ainda que técnicas
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Figura 4.2: As coordenadas 3D de um vértice V de uma caixa podem ser obtidas pela
interseção do raio, que parte do centro de projeção O da câmera e passa pela projeção v′

desse vértice no plano de imagem ΠI , com o plano Π f que contém a face da caixa.

de detecção de bordas como a proposta por John Canny (CANNY, 1986) possam ser
utilizadas para encontrar a silhueta da caixa, esses algoritmos tendem a ser sensíveis à
presença de outras altas-freqüências na imagem. Com o objetivo de diminuir a ocorrên-
cia da identificação de bordas que não pertençam à silhueta da caixa e suportar o uso de
caixas com texturas arbitrárias, a detecção da silhueta é facilitada pelo uso de uma cor de
fundo conhecida. Visto que as imagens são adquiridas com o uso de uma câmera real,
uma modelagem apropriada dos pixels de fundo é requerida, sendo discutida em detalhe
no Capítulo 6.

Como é mostrado na Figura 4.3, uma solução que apenas aplica operações simples de
processamento de imagem, como a remoção do fundo e filtragem das altas-freqüências,
não é capaz de identificar de forma apropriada os pixels da silhueta da caixa de interesse.
Isso porque a cena pode conter outros objetos, cujas silhuetas possivelmente se sobre-
põem. Além disso, a ocorrência de alguns pixels mal classificados como fundo ou como
objeto em cena pode levar à identificação de bordas que não fazem parte da silhueta dos
objetos na imagem. Dessa forma, um método apropriado foi desenvolvido para lidar com
esses problemas.

O método proposto para a identificação da silhueta da caixa de interesse e conseqüente
localização da projeção de seus vértices na imagem é composto por cinco etapas, como
mostra o fluxo de processamento na Figura 4.4. Na primeira etapa o objetivo é encontrar
os pixels que compõem o contorno da região composta pela caixa de interesse e por ob-
jetos sobrepostos a ela (Figura 4.4, b). Para facilitar o manejo desses pixels, na segunda
etapa, o contorno é subdividido em seus segmentos de reta mais perceptíveis (Figura 4.4,
c). Na terceira etapa, apenas os segmentos que atendem as restrições impostas pela geo-
metria da caixa são considerados e agrupados de acordo com sua convexidade (Figura 4.4,
d). Pela combinação de grupos de segmentos, a quarta etapa identifica os pixels que ca-
racterizam possíveis silhuetas da caixa de interesse para, finalmente serem identificadas
as linhas suporte das arestas e as projeções dos vértices que coincidem com a silhueta
da caixa de interesse (Figura 4.4, e). Cada uma das etapas é descrita em detalhe nas se-
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Figura 4.3: O uso de operações simples de processamento de imagem não é suficiente
para identificação da silhueta da caixa de interesse: (a) A caixa é selecionada pelo usuário
por meio de feixes de laser apontados para uma de suas faces; (b) A remoção do fundo
da cena classifica os pixels como fundo conhecido (branco) ou objetos em cena (preto);
(c) Um filtro passa-altas identifica os pixels que fazem parte da silhueta dos objetos em
cena, mas não é capaz de separar apenas a silhueta da caixa de interesse.

ções a seguir. Como pré-requisito, o método precisa que, no mínimo, uma parte de cada
aresta que compõe a silhueta da caixa de interesse faça fronteira com o fundo modelado
na imagem.

4.1.1 Busca pelo contorno dos objetos em cena

Na primeira etapa do processo (Figura 4.4, b), o conjunto de pixels que descrevem a
silhueta da região composta pela caixa alvo e pelos objetos sobrepostos a ela é identifi-
cado. A caixa alvo é selecionada pelo usuário por meio de dois feixes de laser apontados
para uma de suas faces visíveis. Partindo de uma das marcações laser, um pixel de silhu-
eta é obtido percorrendo o interior dos objetos até atingir a borda entre objetos e fundo
modelado. Uma vez encontrado esse primeiro pixel de borda, os demais são recuperados
aplicando-se um procedimento de contour-following (GAUCH, 2003).

Para ser considerada uma silhueta válida, ela deve conter ambas as marcações laser
em seu interior. Caso uma silhueta inválida seja encontrada, o processo marca esses pixels
como inválidos e continua a busca por um novo pixel de borda. O método empregado na
identificação das marcações laser é comentado em detalhes no Capítulo 8.

Uma das vantagens da abordagem desenvolvida, em relação à solução exibida na Fi-
gura 4.3, é a pequena quantidade de pixels testados contra o modelo do fundo da cena, o
que resulta em um processo mais rápido. Outra vantagem é que essa abordagem produz
um conjunto mais limpo de pixels de borda, eliminando objetos não sobrepostos à caixa
de interesse, bem como conjuntos de pixels incorretamente classificados como fundo da
cena no interior da caixa (Figura 4.3, c). Os pixels de borda são identificados pelo proce-
dimento de contour-following seguindo o sentido anti-horário. Essa característica será de
grande utilidade nas próximas etapas do procedimento.

4.1.2 Subdivisão da silhueta em segmentos de reta

A silhueta identificada pela etapa anterior pode incluir objetos sobrepostos à caixa
de interesse. Por esse motivo, é preciso identificar quais pixels de borda pertencem à
caixa alvo e quais devem ser descartados. Para facilitar o manejo dos pixels de borda, o
contorno identificado é subdividido em seus segmentos de reta mais perceptíveis, como
mostra a Figura 4.4 (c). Isto é obtido utilizando a abordagem proposta por David G.



50

Figura 4.4: Método proposto para a identificação da silhueta da caixa de interesse: (a) A
caixa é selecionada pelo usuário que aponta feixes de laser em uma de suas faces; (b) A
silhueta da caixa alvo e dos objetos sobrepostos a ela é identificada; (c) Depois, é dividida
em segmentos de reta; (d) Que são filtrados e agrupados; (e) Permitindo a identificação
das linhas suporte das arestas que são visíveis na silhueta da caixa.

Lowe (LOWE, 1987). Nesta abordagem, a lista de pixels de borda é recursivamente
subdividida em segmentos sempre que um ponto cuja distância em relação à linha definida
pelos pixels extremos da lista exceda um certo limiar dmax pré-estabelecido em pixels
(Figura 4.5, a-c). O processo é repetido até que cada segmento não contenha mais que
10 pixels. Então, no retorno da recursão, é verificado se os segmentos do nível anterior
devem ou não ser substituídos por um único segmento em mais alto nível (Figura 4.5,
d-e). Caso a significância de qualquer sub-segmento seja maior que a significância do
segmento completo, os sub-segmentos são mantidos; caso contrário, o segmento em mais
alto nível é retornado. A significância de um segmento é calculada conforme a seguinte
equação:

s =
l

dmax
(4.1)

onde l é o comprimento do segmento e dmax é a maior distância de um pixel ao segmento
que o representa (Figura 4.5, b).

O método de subdivisão proposto por David G. Lowe retorna uma lista encadeada de
segmentos que cobre cada pixel dado como entrada (Figura 4.5, f). É importante comentar
que a lista de pixels da silhueta identificada na primeira etapa do processo forma um
polígono fechado e, por esse motivo, ela precisa ser quebrada em duas sub-listas de pixels
antes que seja aplicada a subdivisão em segmentos. No fim das subdivisões, as duas sub-
listas de segmentos são re-conectadas e, assim como a lista de pixels inicial, a lista de
segmentos mantém o sentido anti-horário.
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(a) (d)

(b) (e)

(c) (f)

Figura 4.5: Método de subdivisão da silhueta em segmentos de reta proposto por David
G. Lowe. O conjunto de pontos de entrada (a) é recursivamente subdividido (b-c) e na
volta da recursão (d-e) apenas os segmentos de reta mais perceptíveis são mantidos (f).
Essa imagem foi adaptada de (LOWE, 1987)

4.1.3 Filtragem e agrupamento dos segmentos válidos

Devido a restrições impostas pela geometria da caixa, muitos dos segmentos exibidos
na Figura 4.4 (c) podem ser descartados e o restante deles pode ser agrupado em possíveis
pedaços de silhueta da caixa de interesse. Para que um segmento seja considerado válido,
ele precisa atender a duas condições:

1. Teste de Interior: Não ser um segmento nos limites da imagem, pois esse tipo de
segmento não caracteriza fronteira entre um objeto e o fundo de cena; e

2. Teste de Visibilidade: Ter as extremidades “visíveis” pelas duas marcações laser.
Uma extremidade do segmento é considerada visível caso nenhum outro segmento
se interponha entre a marcação laser e esta extremidade. O teste de visibilidade é
importante, pois desde que a silhueta da caixa define um polígono convexo, qual-
quer segmento obtido pela combinação de dois pontos contidos no interior do po-
lígono (e.g., marcação laser e extremidade do segmento testado) deve estar inteira-
mente contido no polígono. O teste de visibilidade é executado usando uma árvore
BSP bidimensional (FUCHS; KEDEM; NAYLOR, 1980).

No exemplo da Figura 4.4 (c), os segmentos h e i não passaram no teste de interior e
apenas os segmentos c, d, e, o, p e q passaram no teste de visibilidade. A Figura 4.6 ilustra
o teste de visibilidade aplicado sobre os segmentos c e k, para uma das marcações laser.

De qualquer modo, não existe garantia de que todos os segmentos restantes pertençam
à silhueta da caixa de interesse. Com o objetivo de restringir a quantidade de possíveis
combinações, os segmentos adjacentes que definem fragmentos convexos são agrupados
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Figura 4.6: Teste de visibilidade aplicado aos segmentos c e k da Figura 4.4 (c) para
uma das marcações laser. Nesse exemplo, o segmento c passa no teste enquanto que o
segmento k não passa, pois outros segmentos se interpõem entre k e a marcação.

(e.g., grupos A e B na Figura 4.4, d). Uma vez que os segmentos estão ordenados se-
guindo o sentido anti-horário, dois segmentos adjacentes definem um fragmento convexo
se a extremidade não compartilhada do segundo segmento está à esquerda do primeiro
segmento. Como mostra a Figura 4.4 (c), o segmento q está à esquerda do segmento p
que, por sua vez, está à esquerda de o. Esses três segmentos definem o grupo B. Relação
semelhante é observada entre os segmentos c, d e e, que definem o grupo A. Segmentos
isolados são considerados grupos por si só.

4.1.4 Combinação dos grupos de segmentos válidos

Uma vez agrupados os segmentos válidos (Figura 4.4, d), é iniciada a quarta etapa
do processamento. O objetivo dessa etapa é encontrar a maior combinação de grupos
de segmentos que gere uma silhueta válida para a caixa alvo. Para que seja considerada
uma combinação válida, os grupos devem formar fragmentos de silhuetas que atendem às
seguintes condições:

1. A silhueta precisa caracterizar um polígono convexo;

2. A silhueta precisa ter exatamente seis lados, que é equivalente à silhueta de um
paralelepípedo com ao menos duas faces visíveis;

3. As marcações laser precisam estar contidas numa mesma face da caixa recons-
truída; e

4. O comprimento calculado para pares de arestas paralelas em 3D precisa ser aproxi-
madamente o mesmo.

A verificação da validade da silhueta é feita ao longo do processo de cálculo das
dimensões da caixa, descrito no Capítulo 5. No caso de mais de uma combinação de
grupos de segmentos passar pelos testes de validação, o sistema descarta a imagem com
dados ambíguos e inicia o processamento de um novo quadro capturado. Como o sistema
é capaz de processar quadros a uma taxa de 39 fps, o descarte de um dos quadros não é
percebido pelo usuário.
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Figura 4.7: Caso em que dois segmentos (a e b) fazem parte da mesma aresta da caixa.

4.1.5 Identificação da projeção dos vértices na imagem

Embora os pixels da silhueta da caixa estejam organizados em segmentos de reta, é
possível que dois ou mais desses segmentos façam parte da mesma aresta da caixa. Logo,
estimar as linhas suporte das arestas da caixa apenas com um dos segmentos não é o pro-
cedimento mais correto. Essa situação é demonstrada na Figura 4.7, onde os segmentos
a e b estão desconectados, mesmo fazendo parte da mesma aresta. Com o objetivo de
identificar as linhas suporte das arestas que são visíveis na silhueta (Figura 4.4, e), apro-
veitando ao máximo os pixels de borda, foi desenvolvida uma variação da transformada
de Hough (DUDA; HART, 1972). Uma vez identificadas as linhas suporte, as coordena-
das 2D dos vértices visíveis na silhueta são então obtidas pela intersecção entre pares de
linhas adjacentes, como mostra a Figura 4.4 (e). O Capítulo 7 discute a variação da trans-
formada de Hough desenvolvida nesse trabalho e utilizada na busca pelas linhas suporte.

4.2 Discussão

A técnica responsável pela identificação da projeção dos vértices da caixa de interesse
na imagem foi apresentada nesse capítulo. A caixa de interesse é selecionada pelo usuário
ao apontar feixes de laser sobre uma de suas faces. A partir das marcações laser projeta-
das, o algoritmo proposto busca pelos pixels que formam o contorno da região composta
pela caixa alvo e por outros objetos sobrepostos a ela. Utilizando restrições impostas pela
geometria da caixa, o algoritmo elimina os pixels de contorno indesejados, encontrando
assim os pixels que formam a silhueta da caixa de interesse. Uma vez identificados esses
pixels, as linhas suporte das arestas que coincidem com a silhueta são encontradas com o
auxílio de uma variante da transformada de Hough. Finalmente, a projeção dos vértices é
estimada pela interseção de pares de linhas suporte adjacentes.

A solução desenvolvida contou com o auxílio de técnicas presentes na literatura e de
técnicas originais desenvolvidas durante a realização deste trabalho. São três as técnicas
originais: (i) O método para modelagem e remoção do fundo da cena, apropriado para o
uso de uma câmera móvel e que viabiliza o tratamento de caixas com texturas arbitrárias
(Capítulo 6); (ii) A variante da transformada de Hough utilizada na busca pelas linhas
suporte das arestas visíveis na silhueta da caixa (Capítulo 7); e (iii) O método empregado
na identificação das marcações laser na imagem (Capítulo 8).

As linhas suporte e os vértices identificados pelo procedimento aqui descrito serão
utilizados no próximo capítulo para o cálculo das dimensões da caixa de interesse.
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5 CALCULANDO AS DIMENSÕES DA CAIXA

Conhecendo a projeção dos vértices da caixa de interesse na imagem (Capítulo 4) e
calculando a equação dos planos que contém as faces da caixa, é possível estimar as coor-
denadas 3D de seus vértices e suas dimensões. Entretanto, para encontrar as equações dos
planos, antes é preciso resolver o problema da ambigüidade inerente a imagens obtidas a
partir de projeção perspectiva (Capítulo 2, Seção 2.1). Para isso, são utilizados dois feixes
de laser paralelos, separados entre si por uma distância conhecida, projetados sobre uma
das faces visíveis da caixa de interesse.

Nesse capítulo é introduzido o equacionamento do método projetivo proposto para o
cálculo de dimensões de caixas. As Seções 5.1 e 5.2 comentam a abordagem utilizada
na eliminação da ambigüidade projetiva e cálculo da equação dos planos que contém as
faces da caixa no espaço tridimensional. Uma vez calculadas as equações dos planos e
conhecida a posição dos vértices na imagem, a Seção 5.3 mostra como obter a posição
dos vértices no espaço 3D e calcular as dimensões da caixa de interesse.

Nas derivações seguintes, é assumido para a imagem o sistema de referências da Fi-
gura 2.4 (esquerda), com a origem localizada no centro da imagem, o eixo x crescendo
para a direita e o eixo y crescendo para baixo. Sem perda de generalidade, é assumido que
três faces da caixa são visíveis na imagem (Figura 4.1, esquerda). O equacionamento para
o caso envolvendo apenas duas faces é similar. Além disso, é assumido que as imagens
utilizadas para o cálculo de dimensões de caixas foram obtidas através de projeção linear
(Capítulo 2, Seção 2.1), que os parâmetros intrínsecos da câmera foram obtidos a partir
de um processo de calibração (Capítulo 2, Seção 2.2) e que as distorções radial e tangen-
cial foram corrigidas. Os detalhes dos procedimentos responsáveis pela identificação do
número de faces visíveis e pela correção das distorções nas imagens são fornecidos nos
Anexos B e C, respectivamente.

5.1 Eliminando a Ambigüidade Projetiva

O conjunto de todas as linhas paralelas no espaço 3D que compartilham uma mesma
direção se interseccionam em um ponto no infinito cuja imagem em projeção perspectiva
é conhecida como ponto de fuga ω . A linha definida por todos os pontos de fuga de um
conjunto de linhas paralelas sobre um plano Π é conhecida como linha de fuga λ de Π

(Capítulo 2, Seção 2.3). De acordo com a Equação 2.7 (reproduzida na Equação 5.3), as
componentes do vetor normal a Π no sistema de referências da câmera podem ser obtidas
multiplicando-se a transposta da matriz que modela os parâmetros intrínsecos da câmera
pelos coeficientes de λ . Visto que o vetor resultante não é necessariamente unitário, este
precisa ser normalizado. As Equações 5.1 e 5.2 e a Figura 5.1 ilustram a relação entre os
pontos de fuga ωi, as linhas de fuga λi e as linhas suporte e j das arestas que coincidem com
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a silhueta de um paralelepípedo com três faces visíveis. As linhas suporte são ordenadas
em sentido horário.

ωi = ei× ei+3 (5.1)
λi = ωi×ω(i+1)mod3 (5.2)

onde 0≤ i≤ 2, 0≤ j ≤ 5, λi = (aλi,bλi,cλi)
T e × é o produto vetorial.

O vetor normal ao plano Πi é então dado por

NΠi =

 AΠi

BΠi

CΠi

=
RKT λi

‖RKT λi‖
(5.3)

onde K é a matriz que modela os parâmetros intrínsecos da câmera e R é uma matriz de
reflexão (Equação 5.4, reproduzida das Equações 2.2 e 2.4).

K =


f

sx
γ ox

0 f
sy

oy

0 0 1

 , R =

 1 0 0
0 −1 0
0 0 1

 (5.4)

Uma vez calculado NΠi , encontrar DΠi , o quarto coeficiente da equação do plano,
é equivalente a resolver o problema da ambigüidade projetiva. Para tanto, considere a
situação ilustrada em 2D na Figura 5.2 (direita), onde dois feixes de laser, paralelos en-
tre si, são projetados sobre uma das faces da caixa nos pontos P0 = (XP0,YP0,ZP0)

T e
P1 = (XP1,YP1,ZP1)

T (Figura 5.2, esquerda). Visto que P0 e P1 estão sobre o mesmo
plano Π, a seguinte equação pode ser escrita

AΠXP0 +BΠYP0 +CΠZP0 = AΠXP1 +BΠYP1 +CΠZP1 (5.5)

Sendo pi = (xpi,ypi,1)T as coordenadas homogêneas da projeção do ponto Pi na ima-
gem, expressas em pixels, a operação inversa à Equação 2.3 reprojeta pi para o espaço 3D
sobre o plano Z = 1

p′i =

 xp′i
yp′i
zp′i

= RK−1 pi (5.6)

De acordo com a Equação 2.1, e lembrando que zp′i
= 1, as coordenadas 3D das marcações

laser na face da caixa são dadas por

Pi =

 XPi

YPi

ZPi

=

 xp′i
ZPi

yp′i
ZPi

ZPi

 (5.7)

Substituindo a expressão para XP0 , YP0 , XP1 e YP1 (Equação 5.7) na Equação 5.5, temos:

AΠxp′0
ZP0 +BΠyp′0

ZP0 +CΠZP0 = AΠxp′1
ZP1 +BΠyp′1

ZP1 +CΠZP1 (5.8)

que quando resolvida para ZP0 , obtém-se:

ZP0 = kZP1 (5.9)
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Figura 5.1: Na imagem superior, ei, vi, mi, e fi são, respectivamente: as linhas suporte
das arestas na silhueta, os vértices na silhueta, o vértice interno e as faces da caixa. Na
imagem inferior, linhas paralelas em 3D se interseccionam nos pontos de fuga ωi. A linha
que conecta dois pontos de fuga de uma face define a linha de fuga λi do plano dessa face.

onde

k =
AΠxp′1

+BΠyp′1
+CΠ

AΠxp′0
+BΠyp′0

+CΠ

(5.10)

Sejam dlb e dld as distâncias, em 3D, entre os dois feixes de laser paralelos e entre
as duas marcações laser projetadas sobre uma das faces da caixa, respectivamente (Fi-
gura 5.2). dld pode ser calculado diretamente a partir de NΠ, o vetor normal à face sobre
o qual as marcações são projetadas, e a distância conhecida dlb:

dld =
dlb

cos(α)
=

dlb

−(NL ·L)
(5.11)

onde α é o ângulo entre NL, a projeção normalizada do vetor NΠ sobre o plano definido
pelos feixes de laser, e o vetor unitário L, que representa a direção dos feixes de laser.
Por hora, vamos assumir que o plano dos lasers é paralelo ao plano XZ da câmera e que
L = (0,0,1)T . Portanto, NL é obtido descartando a coordenada Y de NΠ e normalizando
o vetor resultante.



58

Figura 5.2: Vista superior de uma cena. Dois feixes de laser separados em 3D por uma
distância dlb são projetados sobre uma face da caixa nos pontos P0 e P1, cuja distância em
3D é dld . α é o ângulo entre −L e NL, onde NL é a projeção normalizada do vetor normal
NΠ sobre o plano definido pelos dois feixes de laser. A vista 3D da caixa é exibida em
detalhe na esquerda.

A distância dld também pode ser expressa como a distância Euclidiana entre as duas
marcações laser em 3D:

d2
ld = (XP1−XP0)

2 +(YP1−YP0)
2 +(ZP1−ZP0)

2 (5.12)

Substituindo as Equações 5.7, 5.9 e 5.11 em 5.12 e resolvendo para ZP1 , obtém-se:

ZP1 =

√
d2

ld
ak2−2bk + c

(5.13)

onde a = (xp′0
)2 +(yp′0

)2 +1, b = xp′0
xp′1

+yp′0
yp′1

+1 e c = (xp′1
)2 +(yp′1

)2 +1. Dado ZP1 ,
as coordenadas 3D de P1 podem ser calculadas como

P1 =

 XP1

YP1

ZP1

=

 xp′1
ZP1

yp′1
ZP1

ZP1

 (5.14)

A ambigüidade projetiva pode ser finalmente removida calculando o coeficiente DΠ

da equação do plano que contém as duas marcações laser:

DΠ =−(AΠXP1 +BΠYP1 +CΠZP1) (5.15)

5.2 Estimando o Plano Formado Pelos Lasers

Na prática, é difícil garantir que o plano formado pelos lasers seja paralelo ao plano
XZ da câmera e que L esteja alinhado ao eixo Z da câmera. Nos experimentos realizados,
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Figura 5.3: Projeção do vetor normal NΠ da face que contém as marcações laser, sobre o
plano ΠL definido pelos feixes de laser. P0, P1 e P2 são pontos sobre ΠL e P3 e P4 definem
uma linha perpendicular à ΠL, com cuja interseção define o ponto Q.

foi observado que o protótipo de scanner construído (Figura 1.2) mantém o paralelismo
entre os feixes de laser. Contudo, também foi observado que os feixes de laser definem um
plano inclinado em relação ao plano XZ da câmera. Portanto, é preciso levar em conta a
inclinação do plano de laser no cálculo do NL, para só depois calcular dld (Equação 5.11).

A Figura 5.3 mostra que o vetor NL pode ser estimado a partir da marcação laser P1
e de Q, a projeção perpendicular do ponto P3 no plano dos lasers ΠL. P3 é dado pelo
deslocamento de P1 no sentido de NΠ, o vetor normal da face que contém as marcações
laser. Logo, o problema pode ser solucionado a partir da intersecção do plano ΠL e
da linha perpendicular à ΠL que passa pelo ponto P3. O ponto de interseção entre o
plano definido pelos pontos P0, P1 e P2 e a linha definida pelos pontos P3 e P4 é dada
por (WEISSTEIN, 2005a):

Q = P3 +(P3−P4) t (5.16)

para

t =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 1

XP0 YP0 ZP0 1
XP1 YP1 ZP1 1
XP2 YP2 ZP2 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 0

XP0 XP1 XP2 XP4−XP3

YP0 YP1 YP2 YP4−YP3

ZP0 ZP1 ZP2 ZP4−ZP3

∣∣∣∣∣∣∣∣
onde P0 e P1 são as coordenadas 3D das marcações laser, P2 = P1−L, P3 = P1 +NΠ e P4
é dado por:

P4 = P3 +
(P2−P0)× (P1−P0)
‖(P2−P0)× (P1−P0)‖

Uma vez calculado Q (Equação 5.16), a projeção do vetor normal da face da caixa que
contém as marcações laser sobre o plano dos lasers é obtida

NL =
Q−P1

‖Q−P1‖
(5.17)
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Observe que para resolver as Equações 5.16 e 5.17, aparentemente é preciso conhecer
as coordenadas Z dos pontos P0 a P4. Porém isso não é necessário, pois NL depende
apenas da orientação do plano dos lasers. Sabendo que ZP0 pode ser reescrito em função
de ZP1 (Equação 5.9) e conhecendo a relação dada pela Equação 5.7, as Equações 5.16
e 5.17 são finalmente reescritas apenas em função de p′0, p′1, L e NΠ:

NL =
NΠ +mW
‖NΠ +mW‖

(5.18)

para

m =
〈−W,NΠ〉
〈W,W 〉

W =
(
L× p′1

)
+ k
(

p′0×L
)

onde ‖.‖ é a norma, 〈,〉 é o produto escalar, × é o produto vetorial e k é dado pela Equa-
ção 5.10.

A orientação correta para o vetor L para o protótipo construído foi estimada com o
auxílio do Camera Calibration Toolbox for Matlab (BOUGUET, 2005). Uma das funções
desse programa retorna o cálculo dos parâmetros extrínsecos (ver Capítulo 2, Seção 2.2)
de planos no espaço tridimensional. Com isso, os feixes de laser são projetados sobre
planos com parâmetros calibrados e as coordenadas dos pontos de interseção entre os
feixes e os planos são estimadas e utilizadas no cálculo de L.

5.3 Calculando as Dimensões da Caixa

Tendo calculado os coeficientes da equação de um dos planos (Equações 5.3 e 5.15),
esses podem ser utilizados para recuperar as coordenadas 3D dos vértices da face asso-
ciada a este plano. Para cada vértice v na imagem, sua re-projeção v′ no plano Z = 1
é obtida utilizando a Equação 5.6. Então, a coordenada ZV correspondente é calculada
substituindo a Equação 5.7 na equação do plano da face:

ZV =− DΠ

AΠxv′+BΠyv′+CΠ

(5.19)

Dado ZV , ambas as coordenadas XV e YV são computadas usando a Equação 5.7. Visto que
todas as faces visíveis da caixa compartilham alguns vértices com suas faces vizinhas, o
coeficiente D das outras faces da caixa também pode ser obtido, permitindo a recuperação
das coordenadas 3D de todos os vértices na silhueta da caixa e, conseqüentemente, o
cálculo de suas dimensões.

Embora não seja requerido para o cálculo das dimensões da caixa, as coordenadas 3D
do vértice interno (m0 na Figura 5.1) também podem ser calculadas. O vértice interno
está presente apenas no caso em que três faces da caixa são visíveis. A posição de m0
na imagem pode ser obtida como a intersecção entre três linhas. Cada uma dessas linhas
é definida por um ponto de fuga e pelo vértice na silhueta que está entre as duas arestas
da caixa utilizadas no cálculo do ponto de fuga em questão (Figura 5.1). Visto que é
pouco provável que essas três linhas se interseccionem exatamente no mesmo ponto, as
coordenadas de m0 são obtidas usando um ajuste de mínimos-quadrados (PRESS et al.,
2002). Dada as coordenadas 2D de m0, suas coordenadas correspondentes em 3D são
calculadas utilizando o mesmo procedimento usado para calcular as coordenadas 3D dos
outros vértices.
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5.4 Discussão

O equacionamento do método proposto para o cálculo de dimensões de caixas com
base em geometria projetiva foi introduzido nesse capítulo. O capítulo tratou da elimina-
ção da ambigüidade projetiva e do cálculo das dimensões das caixas.

O problema da ambigüidade projetiva foi solucionado a partir da projeção de dois
feixes de laser paralelos, separados entre si por uma distância conhecida, sobre uma das
faces visíveis da caixa de interesse. Com isso, a equação dos planos que contêm as faces
visíveis da caixa e as coordenadas 3D dos vértices puderam ser calculadas. No protótipo
desenvolvido, os feixes de laser são separados por uma distância de 15,8 centímetros. Na
prática, o uso de dois feixes de laser é desnecessário, pois um único feixe com posição
e orientação conhecida em relação ao eixo óptico da câmera é suficiente para o cálculo
da distância entre a câmera e a marcação laser. Entretanto, o uso de dois feixes de laser
introduz restrições adicionais úteis na identificação da silhueta da caixa.

Com o objetivo de tornar mais objetiva a explicação do método para o cálculo das
dimensões, foi assumida a situação em que três faces da caixa de interesse são visíveis na
imagem. A solução para o caso em que apenas duas faces são visíveis é similar, sendo
necessários pequenos ajustes para seu tratamento. Os ajustes no equacionamento e o
método implementado para a identificação da quantidade de faces visíveis na imagem são
descritos em detalhe no Anexo B.

Para as imagens fornecidas no início do processo é assumido também que as distor-
ções radial e tangencial foram previamente removidas. O Capítulo 2 (Seção 2.2.1) explica
a origem dessas distorções em imagens adquiridas com câmeras reais. Nesse trabalho as
distorções foram removidas utilizando uma lookup table, conforme o procedimento des-
crito em detalhe no Anexo C.

Os resultados obtidos a partir da aplicação das técnicas descritas no presente capítulo
representam um dos principais objetivos desse trabalho, sendo que a análise desses resul-
tados é feita no Capítulo 9. Um dos pontos centrais dessa análise está no estudo do erro
agregado aos dados de entrada do processo e avaliação da propagação desse erro ao longo
da cadeia computacional. A análise dos resultados também prevê um estudo estatístico
que tem como objetivo verificar a confiabilidade das medições obtidas com o método
proposto.
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6 MODELAGEM E IDENTIFICAÇÃO DOS PIXELS DE
FUNDO

O método projetivo para o cálculo de dimensões de caixas proposto nesse trabalho
depende da identificação da silhueta da caixa de interesse na imagem (Capítulo 4). Assim,
em algum estágio do processo é preciso segmentar a imagem e classificar os pixels como
pertencentes ao fundo da cena ou como pixels de objetos que não fazem parte do fundo.
Dentro desse contexto, a Seção 6.1 comenta as vantagens e desvantagens de técnicas de
segmentação que trabalham com fundo de cores arbitrárias ou com fundo de cor uniforme.
Em seguida, a Seção 6.2 descreve o modelo estatístico desenvolvido para tratar fundo de
cor uniforme.

6.1 Fundo de Cores Arbitrárias vs. Fundo de Cor Conhecida

Em uma situação ideal, a imagem da caixa de interesse deveria ser identificada in-
dependente do posicionamento da câmera ou dos elementos que compõem a cena, da
mesma forma com que um observador humano facilmente encontra o objeto de interesse
analisando uma imagem. Porém, interpretar uma imagem e descobrir qual conjunto de
pixels representa um determinado objeto é uma tarefa por demais complexa para as técni-
cas computacionais atuais. Por esse motivo, é comum a adoção de algumas restrições que
auxiliam na solução do problema (e.g., fundo estático, câmera com posição e orientação
fixas, fundo de cor conhecida).

Thanarat Horprasert et al. (HORPRASERT; HARWOOD; DAVIS, 1999) propuseram
um método estatístico para identificação de objetos em movimento e de novos objetos em
cenas com fundo heterogêneo. A técnica assume que tanto o fundo da cena quanto a posi-
ção e orientação da câmera precisam ser estáticos. Nesse método, cada pixel da imagem é
modelado de forma independente, com base em um conjunto de imagens contendo apenas
o fundo da cena. Os pixels da imagem que será segmentada são então comparados com o
modelo e classificados como: (i) fundo de cena original; (ii) fundo de cena sombreado ou
sombra de objetos; (iii) fundo de cena iluminado; ou (iv) novo objeto em cena ou objeto
em movimento. A técnica resulta em uma boa segmentação e pode ser aplicada a taxas
interativas. Além disso, é de fácil utilização, pois precisa que o usuário defina um único
parâmetro de acordo com a condição de iluminação atual (i.e., um limiar que impedirá
que cores escuras dos objetos sejam classificadas sempre como fundo sombreado). En-
tretanto, a técnica é sensível a grandes variações na iluminação. A maior desvantagem
da aplicação desse método no presente trabalho é a necessidade da câmera e do fundo de
cena serem estáticos.

Para suprir a necessidade de utilização de uma câmera móvel e manter a utilização
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de um fundo heterogêneo, uma solução baseada na identificação de objetos poliédricos na
cena (Capítulo 3, Seção 3.4.1) pode ser adotada. Entretanto, o excesso de altas freqüências
na imagem pode fazer com que o tempo de identificação da caixa de interesse exceda o
limite estabelecido para uma aplicação que requer taxas interativas.

Outra solução é a utilização da técnica proposta por Eric Hayman e Jan-Olof Eklundh
(HAYMAN; EKLUNDH, 2003), onde os objetos de interesse são identificados com base
em sua movimentação, independente da movimentação da câmera. Porém, para que tal
abordagem fosse utilizada, seria preciso mover as caixas por meio de uma esteira ou outro
mecanismo qualquer.

Uma solução mais simples para o uso de câmeras móveis é a utilização de um fundo
de cena de cor uniforme e conhecida. Uma das técnicas mais populares para a segmenta-
ção de imagem com fundo de cor conhecida é o chroma keying. Também conhecida como
constant color matting, a técnica foi introduzida por Petro Vlahos (VLAHOS, 1964) na
indústria cinematográfica na década de 60. Infelizmente, a aplicação da técnica tradicio-
nal de chroma keying não produziu resultados satisfatórios nesse projeto, pois variações
na iluminação e sombras projetadas pelas caixas causam problemas na classificação dos
pixels. Como desvantagem adicional, o chroma keying precisa ser parametrizado con-
forme as condições de iluminação do ambiente.

Com o objetivo de suportar uma câmera em movimento e visando uma solução inde-
pendente de parametrização após a etapa de calibração, foi desenvolvida uma técnica de
segmentação que se adapta a diferentes condições de iluminação para um fundo de cena
de cor conhecida. A abordagem utiliza um modelo estatístico do fundo da cena e provou
ser robusta, gerando resultados superiores a aplicação da técnica tradicional de chroma
keying.

6.2 Modelo Estatístico com Limiar Polinomial

O método de segmentação proposto nesse trabalho assume um fundo de cor conhecida
e é composto por duas etapas: (i) etapa de modelagem, onde é calculado um modelo que
descreve o fundo esperado para a cena; e (ii) etapa de segmentação, onde cada pixel da
imagem é testado contra o modelo e classificado como pixel de fundo ou como pixel
pertencente a um objeto.

6.2.1 Etapa de Modelagem

A etapa de modelagem recebe como entrada um conjunto de n imagens, que amostram
o fundo da cena sob diferentes condições de iluminação. Ao fim da etapa de modelagem, o
fundo da cena estará sendo representado por um eixo no espaço RGB e pelos coeficientes
de um polinômio. O eixo e o polinômio são utilizados na delimitação de uma porção do
espaço RGB, indicando a cor esperada nas diferentes condições de iluminação.

No primeiro passo, são calculados a cor média E e os autovalores e autovetores da
distribuição das cores de todos os pixels da amostra. O ponto E e o autovetor~V , associado
ao maior autovalor da nuvem de pontos da amostra, definem um eixo no espaço de cores
RGB, denominado eixo cromático. O eixo cromático representa a cor média esperada
em diferentes condições de iluminação. A distorção cromática dc de uma dada cor C
com relação ao eixo cromático é calculada como a distância entre C e o eixo, conforme a
equação

dc =
∥∥C−C′

∥∥ (6.1)
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Figura 6.1: O eixo cromático é definido pelo ponto médio E e o autovetor associado ao
maior autovalor da distribuição de cores da amostra. C′ é a projeção da cor C no eixo
cromático. A distância entre C e C′ é a distorção cromática dc de C.

onde
C′ =

〈
~V ,C−E

〉
~V +E (6.2)

e ‖.‖ é a norma, 〈,〉 é o produto escalar e C′ é a projeção de C sobre o eixo cromático. A
Figura 6.1 ilustra os elementos obtidos nesse primeiro passo do algoritmo.

Pretende-se, por meio de um polinômio, modelar a variação da distância das amostras
ao longo do eixo cromático. Mas, em geral, pixels com cores próximas aos limites do
espaço RGB são responsáveis por desviar o ajuste polinomial e causar problemas de clas-
sificação na etapa de segmentação. Felizmente, esses pixels são facilmente identificados,
pois suas projeções sobre o eixo cromático possuem ao menos um canal saturado. Após
descartar da amostra os pixels indesejados, o eixo cromático é dividido em m fatias (Fi-
gura 6.2). Para cada fatia é calculado um limiar que indica a máxima distorção cromática
aceita. Esse limiar considera um intervalo de confiança de 99% e é dado por

dTi = d̄i +2,33σd̄i
(6.3)

onde 0 ≤ i < m e d̄i e σd̄i
são a média e o desvio padrão, respectivamente, da distorção

cromática dos pixels na fatia.
Finalmente, os coeficientes do modelo polinomial para o fundo da cena são calculados

usando
XK = D (6.4)

onde

K =


k0
k1
k2
...

kg

 , X =



xg
0 x(g−1)

0 · · · x2
0 x0 1

xg
1 x(g−1)

1 · · · x2
1 x1 1

xg
2 x(g−1)

2 · · · x3
2 x2 1

...
...

...
...

...
xg
(m−1) x(g−1)

(m−1) · · · x2
(m−1) x(m−1) 1


e D =


dT0

dT1

dT2
...

dT(m−1)


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Na Equação 6.4, K é a matriz que armazena os g + 1 coeficientes do polinômio de
grau g que estão sendo estimados, X é a matriz calculada a partir da posição xi de cada
fatia no sistema de referências do eixo cromático e D é a matriz que armazena o limiar da
distorção cromática de cada uma das m fatias. Visto que é pouco provável que a matriz
X seja uma matriz quadrada, sua inversa não é trivial. Entretanto, X−1 pode ser obtida a
partir da decomposição de X , utilizando SVD (PRESS et al., 2002).

6.2.2 Etapa de Segmentação

Uma vez calculados os coeficientes, os testes da etapa de segmentação são feitos con-
tra o limiar dmax definido pelo polinômio

dmax = k0xg
c + k1x(g−1)

c + · · ·+ k(g−1)xc + kg (6.5)

para

xc =−
〈
~V ,C−E

〉
(6.6)

onde C é a cor que está sendo testada, k j são os coeficientes do polinômio, E e ~V são,
respectivamente, o ponto médio e o autovetor que definem o eixo cromático e xc é um
escalar que indica a distância entre C′ (Equação 6.2) e E.

A Figura 6.2 ilustra o caso em que uma cor C é testada contra o modelo de cor do
fundo. Nesse exemplo, como a distância entre C e o eixo cromático é maior que o limiar
definido pelo polinômio, a cor C é classificada como objeto em cena.

Figura 6.2: O teste de uma cor C contra o modelo definido para o fundo da cena é repre-
sentado aqui em 2D, onde: E é o ponto médio da distribuição de cores da amostra; os
retângulos amarelos representam os limiares dTi calculados para cada fatia do eixo cro-
mático; e a linha azul o limiar polinomial. Nesse exemplo, a cor C é classificada como
objeto em cena, pois sua distorção cromática é maior que o limiar calculado.

6.3 Discussão

Nesse capítulo foi apresentado o método de segmentação utilizado para a classificação
dos pixels de uma imagem como sendo do fundo ou de objetos em cena. Inicialmente,
foram comentadas as vantagens e as desvantagens da utilização de técnicas de segmen-
tação que trabalham com fundo de cores arbitrárias ou com fundo de cor uniforme. Em
seguida, foi descrito o modelo estatístico com limiar polinomial proposto, desenvolvido
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para tratar fundo de cor uniforme sob diferentes condições de iluminação. A técnica é
adequada para o uso de uma câmera móvel e objetos ricos em textura. Nos experimentos
realizados, foi utilizado como fundo de cena um pedaço de tecido verde (Figura 6.3, a).

Quando comparado a outras técnicas, o modelo estatístico com limiar polinomial mos-
tra ter algumas vantagens, conforme demonstram as Figuras 6.3 e 6.4. Nessas figuras, as
imagens (a) e (d) exibem a cena de uma caixa colocada sobre um suporte. Observe que
a diferença entre as imagens (a) e (d) está na iluminação ambiente, que é menos intensa
em (d). Observe também que no centro da caixa existe um emblema cuja cor é muito
parecida com a cor de fundo e que o suporte é de cor preta e aramado, o que permite
que o fundo seja visto através dele. Para a imagem (a) foram obtidas na Figura 6.3 as
segmentações (b) e (c), que correspondem, respectivamente, à aplicação do método de
Thanarat Horprasert et al. (HORPRASERT; HARWOOD; DAVIS, 1999) e do color mat-
ting descrito por Alvy R. Smith e James F. Blinn (SMITH; BLINN, 1996). Já para a
Figura 6.4 (a), foram obtidas as segmentações (b) e (c), que correspondem à aplicação de
limiarização da componente de crominância no espaço de cores HSV e do modelo esta-
tístico com limiar polinomial proposto nesse capítulo. O mesmo vale para a imagem (d)
e suas segmentações (e) e (f) em ambas as Figuras 6.3 e 6.4. É importante comentar que
os mesmos parâmetros utilizados pelos métodos no processamento da imagem (a) foram
utilizados no processamento da imagem (d). Nos resultados da segmentação, os pixels
pretos são aqueles classificados como objeto em cena, enquanto que os pixels brancos são
os classificados como fundo da cena.

Na aplicação do método proposto por Horprasert et al., tanto o fundo da cena quanto
a posição e orientação da câmera foram mantidos estáticos e, durante a etapa de treina-
mento, as condições de iluminação foram as mesmas que na Figura 6.3 (a). O resultado
exibido na Figura 6.3 (b) é considerado excelente, pois consegue distinguir bem entre os
objetos em cena e o fundo modelado. Entretanto, o resultado exibido na Figura 6.3 (e)
deixa evidente a presença de problemas na classificação de pixels de coloração escura,
pois enquanto as regiões mais sombreadas do fundo foram classificadas como objeto em
cena, o emblema na caixa foi identificado como fundo conhecido. O problema da clas-
sificação incorreta da região sombreada está relacionado com um limiar que precisa ser
ajustado de forma empírica pelo usuário.

As imagens (c) e (f) da Figura 6.3 mostram o resultado da aplicação da técnica de
color matting proposta por Alvy R. Smith e James F. Blinn (SMITH; BLINN, 1996). O
color matting é uma generalização da técnica tradicional de chroma keying. Neste caso,
os resultados obtidos não são satisfatórios, devido a variações na iluminação, ondulações
no tecido ou por sombras projetadas pelos objetos em cena, além de requerer o ajuste
manual de vários parâmetros.

Para obter os resultados exibidos na Figura 6.4 (b) e (e), as imagens do fundo de cena
utilizadas como amostra foram convertidas de RGB para HSV. Depois disso, foi calcu-
lada a média e desvio padrão dos valores obtidos para a componente H, que armazena
a crominância. A partir da média e desvio padrão dos valores de H, foi identificado o
limiar de aceitação para a crominância considerando três desvios padrão (i.e., 3σH). O
uso de três desvios padrão garante que 99,5% das amostras estarão contidas no intervalo
de confiança calculado. Aplicando essa abordagem, foi observado que em algumas situa-
ções (Figura 6.4, b) a identificação do fundo de cor conhecida foi bem sucedida. Porém,
o principal problema observado na limiarização da informação de crominância é a clas-
sificação de tons próximos ao do fundo de cor conhecida (e.g., emblema da caixa) como
sendo parte do fundo modelado.
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(a) (d)

(b) (e)

(c) (f)

Figura 6.3: Análise dos resultados de método de segmentação encontrados na literatura.
Para a imagem (a) foram obtidas as segmentações (b) e (c), que correspondem à aplicação
do método de Horprasert et al. (HORPRASERT; HARWOOD; DAVIS, 1999) e do color
matting (SMITH; BLINN, 1996), respectivamente. O mesmo vale para a imagem (d) e
suas segmentações (e) e (f). A diferença entre as imagens (a) e (d) está na iluminação
ambiente, menos intensa em (d). Os pixels brancos são aqueles classificados como fundo
e os pretos como objetos em cena.



69

(a) (d)

(b) (e)

(c) (f)

Figura 6.4: Análise dos resultados de método de segmentação encontrados na literatura
e do método proposto. Complementando a Figura 6.3, as segmentações (b) e (c) cor-
respondem à aplicação, sobre a imagem (a), da limiarização dos valores de crominância
no espaço de cores HSV e do modelo estatístico com limiar polinomial proposto,
respectivamente. O mesmo vale para a imagem (d) e suas segmentações (e) e (f).
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Por fim, nas imagens (c) e (f) da Figura 6.4 são mostrados os resultados obtidos pela
aplicação do método estatístico com limiar polinomial. Nesses resultados é possível ob-
servar que o método apresenta uma boa segmentação, independente das condições de
iluminação e sem a necessidade de nova parametrização. Isso porque os parâmetros (e.g.,
número de fatias e grau do polinômio) são informados apenas na etapa de modelagem e o
limiar dmax calculado obedece ao comportamento das cores que amostram o fundo da cena
sob diferentes condições de iluminação. Um bom modelo do fundo da cena dependerá
principalmente de uma amostra densa distribuída ao longo de todo o eixo cromático. A
capacidade do modelo de se adaptar a diferentes condições de iluminação será explorada
pela técnica de detecção de marcações laser descrita no Capítulo 8.

Na abordagem proposta, é possível que a distorção cromática de pixels presentes na
textura das caixas seja menor que o limiar calculado, fazendo com que parte dessa textura
seja classificada como fundo da cena (Figura 6.4, f). Porém, essa é uma situação pouco
freqüente e facilmente tratada pela técnica utilizada na detecção da silhueta da caixa de
interesse, introduzida no Capítulo 4.

O modelo do fundo utilizado nos experimentos desse trabalho foi calculado com base
em 23 imagens do fundo da cena. Foi observado que a divisão do eixo cromático em 100
fatias e a utilização de um polinômio de grau três produz bons resultados. A substituição
da cor de fundo por uma outra qualquer apenas requer a obtenção de novas amostras do
novo fundo de cena e o cálculo dos novos valores para o eixo cromático e para os coefi-
cientes do polinômio. Acredita-se que o método de segmentação aqui introduzido poderá
ser de grande utilidade em diversos outros trabalhos no campo da visão computacional.
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7 TRANSFORMADA DE HOUGH OTIMIZADA PARA
GRUPOS DE PIXELS

Para calcular as coordenadas da projeção dos vértices de uma caixa em uma imagem,
primeiro é preciso obter as linhas suporte das arestas que coincidem com a silhueta dessa
caixa (Capítulo 4). Uma das maneiras de se encontrar essas linhas suporte é com o auxí-
lio da transformada de Hough (HOUGH, 1962). Entretanto, a aplicação da transformada
de Hough convencional mostrou ser um gargalo para o processamento das imagens em
tempo real. Nesse capítulo é introduzida uma variante da transformada de Hough conven-
cional. Enquanto que na abordagem clássica cada um dos pontos de entrada na imagem
é tratado de forma independente, o método proposto neste capítulo trata os pontos em
grupos, desde que a informação de conectividade entre esses pontos seja conhecida. A
abordagem desenvolvida é um dos principais fatores que contribuiu com a obtenção de
taxas interativas no cálculo das dimensões de caixa a partir de uma única imagem.

Na Seção 7.1 são explicados os princípios do funcionamento da transformada de
Hough. Na Seção 7.2 é apresentado o método desenvolvido nesse trabalho.

7.1 Abordagem Clássica da Transformada de Hough

A transformada de Hough (HOUGH, 1962) tira proveito da dualidade existente entre
pontos e linhas. A dualidade entre pontos e linhas permite que um conjunto de pontos seja
mapeado para um conjunto de linhas, e vice-versa, com relação de um para um, criando
equivalência entre certas propriedades do conjunto de pontos e propriedades do conjunto
de linhas (BERG et al., 2000). Ou seja, pontos colineares ao serem mapeados para um
espaço auxiliar, conhecido como espaço dual ou espaço de parâmetros, são representa-
dos por linhas que se interseccionam em um único ponto, sendo que esse ponto, quando
mapeado de volta para o espaço original, é a linha que passa pelos pontos colineares.

Usando a noção de dualidade entre pontos e linhas, Paul V. C. Hough (HOUGH, 1962)
propõe uma forma de converter o problema complexo de identificação de linhas em uma
imagem binária, para um problema simples de identificação de picos em um histograma
bidimensional. Representando o espaço de parâmetros como uma matriz bidimensional,
a transformada de Hough mapeia cada ponto da imagem para uma linha no espaço de
parâmetros, incrementando o contador das células por onde passam essas linhas. No fim
do processo, as células que recebem mais votos indicam as linhas que melhor se ajustam
aos pontos na imagem. Porém, a dualidade definida por Hough mapeia pontos no espaço
Euclidiano 2D para a equação reduzida da reta, y = mx + b, não sendo assim definido o
mapeamento para retas verticais, onde o coeficiente angular m é infinito.

Visando uma solução mais geral para o problema, Richard O. Duda e Peter E. Hart
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Figura 7.1: Representação de uma linha pela equação normal da reta.

(DUDA; HART, 1972) propõem uma variante da transformada de Hough para a detecção
de linhas e curvas em imagens. Na solução para a detecção de linhas, essas são represen-
tadas na imagem pela equação normal da reta

xcos(θ)+ ysin(θ) = ρ (7.1)

onde ρ é a distância entre a origem do sistema de referências da imagem e a reta, e θ é o
ângulo formado entre o eixo x e a linha perpendicular à reta, como mostra a Figura 7.1.

Restringindo θ ao intervalo [0◦,180◦) e ρ ao intervalo [−R,R], onde R =
√

w2+h2

2 e w e
h são, respectivamente, a largura e altura da imagem, a representação das possíveis linhas
na imagem torna-se única no espaço de parâmetros e cada ponto no espaço da imagem
passa a ser representado por uma curva senoidal no espaço de parâmetros. Uma vez
definida a dualidade entre as representações, o procedimento de votação ocorre conforme
o Algoritmo 1. No Algoritmo 1, δ é o passo de discretização do espaço de parâmetros,
definido de tal modo que ρ ∈ [−R,R] e θ ∈ [0◦,180◦−δ ].

Como resultado, o procedimento retorna uma matriz bidimensional de votos, onde as
células que recebem mais votos são a representação dual das linhas na imagem de entrada.
Como exemplo, a Figura 7.2 (esquerda) mostra uma imagem binária onde alguns pontos
definem duas linhas e outros pontos são espalhados de forma semi-aleatória, enquanto
que a Figura 7.2 (direita) mostra o mapa de votos calculado. Os dois picos na matriz
de votação representam as duas linhas principais aproximadas pelos pontos na imagem.
É importante observar que as curvas senoidais idealmente se interseccionariam em um
mesmo ponto. Porém, devido a discretização da imagem e do espaço de parâmetros, a

Algoritmo 1 Procedimento de votação da transformada de Hough convencional
Requer: I {Imagem binária}
Requer: δ {Passo de discretização do espaço de parâmetros}

1: Votos← 0 {Inicialização da matriz bidimensional de votos}
2: para cada I(x,y) representando um ponto na imagem faça
3: para todo θ no intervalo 0◦ ≤ θ < 180◦, assumindo um passo δ , faça
4: ρ ← xcos(θ)+ ysin(θ)
5: Votos(ρ,θ)←Votos(ρ,θ)+1
6: fim para
7: fim para
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Figura 7.2: Exemplo do processo de votação convencional da transformada de Hough. Na
imagem à esquerda alguns pontos definem duas linhas e outros pontos são espalhados de
forma aleatória, enquanto que na imagem à direita os dois picos mais salientes na matriz
de votos representam as duas linhas principais na imagem de entrada.

intersecção das curvas ocorre em uma região composta por algumas células, gerando no
mapa de votos picos principais cercados por picos menores.

7.2 Otimização Proposta para a Transformada de Hough

A transformada de Hough é bastante eficaz na identificação de linhas em imagens
binárias. Porém, o processo de votação e busca pelos picos no mapa de votos é computa-
cionalmente caro, principalmente para aplicações que necessitam de resposta em tempo
real. Na variante da transformada de Hough descrita nessa seção, a informação de conecti-
vidade entre os pixels da imagem é utilizada para acelerar o processo de votação, fazendo
com que os pixels sejam tratados em grupos e não individualmente como na abordagem
tradicional. Em geral, a informação de conectividade pode ser obtida a partir da aplicação
de métodos de detecção de bordas tradicionais. Nesse trabalho, a conectividade dos pixels
é garantida pela lista encadeada obtida na detecção da silhueta da caixa de interesse.

De acordo com o Capítulo 4, a lista encadeada de pixels da silhueta é subdividida em
seus segmentos de reta mais perceptíveis. Com essa subdivisão, os pixels são agrupados
conforme sua posição e orientação em relação aos pixels vizinhos. O novo método de
votação consiste em incrementar o mapa de votos diretamente nas células para onde são
mapeadas as linhas que melhor se ajustam aos pixels de um mesmo grupo e, a partir
da combinação de votos de grupos aproximadamente colineares, as linhas implícitas na
imagem são encontradas. Utilizando uma máscara Gaussiana bi-variada, a célula que
representa a linha com melhor ajuste para um grupo de pixels recebe a maior quantidade
de votos e suas células vizinhas recebem menos votos, conforme o decaimento da função
Gaussiana. A Figura 7.3 mostra um exemplo da aplicação do método, onde, na imagem
da esquerda, os grupos de pixels são representados pelos retângulos A a H e, na imagem
da direita, cada um dos grupos contribui com um conjunto de votos, distribuídos por meio
de uma máscara Gaussiana. As combinações entre as máscaras A-B e C-D formam os
picos mais salientes, representando as duas linhas principais na imagem de entrada. Para
facilitar a visualização, o eixo de votos na Figura 7.3 (direita) foi truncado em 60 votos.
Os picos formados por A-B e C-D receberam 604 e 434 votos, respectivamente.

A partir dos pixels associados a um grupo, é preciso encontrar a equação normal da
reta (Equação 7.1) que melhor se ajusta a esses pixels. Os coeficientes dessa equação
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Figura 7.3: Exemplo do processo de votação proposto para a transformada de Hough. Na
imagem à esquerda os pixels são agrupados conforme a posição e orientação em relação
a seus pixels vizinhos (grupos A a H). Cada um desses grupos contribui com um conjunto
de votos no espaço de parâmetros mostrado à direita, sendo esses votos distribuídos por
meio de uma máscara Gaussiana. As combinações das máscaras correspondentes aos
segmentos A-B e C-D formam os picos mais salientes, representando as linhas implícitas
na imagem de entrada.

determinarão a posição central do kernel Gaussiano no espaço de parâmetros. Neste tra-
balho, os parâmetros da equação normal da reta são obtidos a partir do ponto médio dos
pixels do grupo e do autovetor associado ao maior autovalor da distribuição de pixels,
conforme ilustrado na Figura 7.4 (esquerda), onde r é a reta que melhor se ajusta aos
pixels do grupo, p̄ = (x p̄,yp̄)

T é o ponto médio e u = (xu,yu)
T é o autovetor associado ao

maior autovalor da distribuição de pixels. Se o autovetor u define a inclinação da reta,
então o autovetor v = (xv,yv)

T pode ser interpretado como o vetor normal à reta. Logo, a
equação geral da reta r pode ser escrita como:

Ax+By+C = xvx+ yvy− (xvx p̄ + yvy p̄) = 0 (7.2)

, visto que os coeficientes A e B podem ser obtidos do vetor normal v. O coeficiente C é
obtido substituindo-se as coordenadas do ponto p̄ e isolando C.

Comparando as Equações 7.1 e 7.2, os coeficientes da equação normal da reta r são
obtidos em função do ponto médio e dos autovetores:

ρ = −C = xvxp̄ + yvy p̄
θ = cos−1(A) = cos−1(xv)

(7.3)

Na comparação entre as Equações 7.1 e 7.2, também é importante observar que sin(θ) = yv.
Visto que θ ∈ [0◦,180◦−δ ], então sin(θ) ≥ 0. Logo, é preciso garantir que a condição
yv≥ 0 seja atendida, para que o sistema de referências e os limites do espaço e parâmetros
sejam iguais aos definidos por Richard O. Duda e Peter E. Hart (DUDA; HART, 1972) na
transformada de Hough convencional.

Além de calcular a equação normal da reta com melhor ajuste aos pixels de um grupo,
também é preciso calcular o grau de dispersão (i.e., erro esperado) dos coeficientes ρ e θ ,
para que os votos não se concentrem em um único ponto, e sim, que sejam distribuídos
em uma região do espaço de parâmetro. O grau de dispersão dos coeficientes é medido a
partir de suas variâncias σ2

ρ e σ2
θ

. No processo de votação, as variâncias são responsáveis
por definir o formato elíptico, a área e a quantidade de votos distribuídos pelas máscaras
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Figura 7.4: Sistema de referências auxiliar utilizado na regressão linear como forma de
evitar linhas verticais. Na imagem da esquerda, um conjunto de pontos e seus autovetores
u e v são representados no sistema de referências da imagem. A imagem da direita mostra
os pontos sendo representados no sistema de referências definido pelo ponto médio p̄ e
pelos autovetores, após a aplicação de operações simples de translação e rotação.

Gaussianas. Retas formadas por pixels bem alinhados terão variâncias pequenas e, por
conseqüência, vão gerar mascaras que concentram seus votos em uma região menor do
espaço de parâmetros, como os grupos A, B, C e D na Figura 7.3. Por outro lado, retas
ajustadas para pixels esparsos terão variâncias maiores, gerando máscaras que contribuem
com áreas maiores porém com poucos votos por célula, como os grupos E, F e G na
Figura 7.3. O grupo H na Figura 7.3 ilustra o caso onde os pixels estão bem alinhados,
mas são em número insuficiente para gerar uma reta com variâncias pequenas. Junto com
as variâncias, também é calculada a covariância σρθ , que define a orientação da máscara
Gaussiana no espaço de parâmetros. No caso em que os erros nos coeficientes não são
correlacionados, σρθ é igual a zero e os eixos da elipse são alinhados aos eixos do espaço
de parâmetros. Por outro lado, se os erros são correlacionados a orientação da elipse é
definida pelo valor em σρθ .

Uma maneira de se calcular as variâncias e covariância dos coeficientes da equação
normal da reta seria reescrevendo a Equação 7.1 na forma da equação reduzida da reta

y = mx+b =−cos(θ)
sin(θ)

x+
ρ

sin(θ)
(7.4)

e aplicando regressão linear sobre os pontos originais na imagem. A regressão linear es-
timaria os coeficientes m e b da equação reduzida da reta, bem como as variâncias σ2

m e
σ2

b e a covariância σmb, que seriam utilizadas no cálculo de σ2
ρ , σ2

θ
e σρθ . Entretanto, a

equação reduzida da reta não é definida para o caso da reta vertical, onde sin(θ) é igual a
zero. Além disso, a medida em que aumenta a inclinação da reta, o ajuste por regressão
linear tende a ser pior (DRAPER; SMITH, 1966). Para resolver esse problema, é suge-
rida a transformação dos pixels do sistema de referências da imagem para um sistema
de referências auxiliar, onde a reta ajustada é garantidamente não vertical (Figura 7.4).
Com essa abordagem, a regressão linear é aplicada e as variâncias e covariância são fa-
cilmente calculadas. Uma vez calculadas no sistema de referências auxiliar, as variâncias
e covariância são trazidas de volta para o sistema de referências da imagem aplicando-se
a operação de transformação inversa. A Figura 7.4 ilustra o uso do sistema de referên-
cias definido pelo ponto médio p̄ e pelos autovetores u e v da distribuição de pixels. No



76

sistema auxiliar a reta ajustada é obrigatoriamente horizontal, estando alinhada ao eixo u′.
Para colocar os pixels no sistema de referências auxiliar, basta que seja aplicada a

translação em relação ao ponto médio, seguida pela rotação definida pelos autovetores. A
transformação do sistema de referência também pode ser aplicada sobre os coeficientes da
equação geral da reta ajustada aos pixels. Note, entretanto, que os coeficientes da equação
da reta devem ser transformados utilizando a transposta da inversa da operação que ma-
peia os pixels. Esta situação é análoga às transformações de vértices e normais utilizadas
no pipeline gráfico (os coeficientes A e B definem o vetor normal à reta). As Equações 7.5
e 7.6 mostram a operação de transformação para pixels e para a reta, respectivamente.

p′i =

 xp′i
yp′i
1

= RT pi (7.5)

l′ =

 A′

B′

C′

=
(
(RT )−1

)T
l = R

(
T−1)T

l (7.6)

onde pi é um pixel representado por coordenadas homogêneas no sistema de referências
da imagem, l = (A,B,C)T é o vetor com os coeficientes da equação geral da reta (Equa-
ção 7.2), R é a matriz de rotação e T é a matriz de translação (Equação 7.7). Note que o
cálculo das matrizes inversas R−1 e T−1 é trivial (Equação 7.8).

R =

 xu yu 0
xv yv 0
0 0 1

 , T =

 1 0 −x p̄
0 1 −y p̄
0 0 1

 (7.7)

R−1 = RT , T−1 =

 1 0 xp̄
0 1 yp̄
0 0 1

 (7.8)

Aplicando regressão linear sobre os n pixels no sistema de referências auxiliar, as
variâncias e covariância dos coeficientes m′ e b′ da equação reduzida da reta são obtidas:

σ
2
m′ =

Sσ

∆
, σ

2
b′ =

Sx2

∆
, σm′b′ =

Sx

∆
(7.9)

onde

Sσ =
n−1

∑
i=0

1
σ2

i
, Sx2 =

n−1

∑
i=0

(
xp′i

)2

σ2
i

, Sx =
n−1

∑
i=0

xp′i

σ2
i
, ∆ = Sσ Sx2−S2

x (7.10)

Nas Equações em 7.10, σi é a incerteza associada à coordenada v′ de cada um dos pi-
xels dados como entrada (VUOLO, 1992). Nesse trabalho, é assumido que essa incerteza
é de ±1 pixel por conta da discretização da imagem, sendo assim, σ2

i = 1. Visto que o
ponto médio é a origem do sistema de referências auxiliar, então Sx é igual a zero. Dessa
forma, as Equações em 7.9 podem ser reescritas:

σ
2
m′ =

1

∑
n−1
i=0

(
xp′i

)2 , σ
2
b′ =

1
n
, σm′b′ = 0 (7.11)

Observe que nas Equações em 7.11 apenas a coordenada xp′i
dos pixels p′i é utilizada.

Logo, a operação descrita na Equação 7.5 só precisa ser resolvida para xp′i
.
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A partir da inversa da operação descrita na Equação 7.6, é obtida a transformação que
coloca a reta ajustada de volta ao sistema de referências da imagem:

l =

 A
B
C

=
(

R
(
T−1)T

)−1
l′ = T T RT l′ (7.12)

Fazendo a equivalência entre os coeficientes m′ e b′ da equação reduzida da reta e os
coeficientes A′, B′ e C′ da equação geral da reta, no sistema de referências auxiliar, e
substituindo na Equação 7.12, o vetor com os coeficientes da equação geral da reta que
melhor se ajusta aos pontos no sistema de referências da imagem são obtidos em função
de m′ e b′, do ponto médio e dos autovetores:

l =

 A
B
C

 = T T RT l′

= T T RT

 −m′

1
−b′


=

 xv− xum′

yv− yum′

(xux p̄ + yuy p̄)m′− xvx p̄− yvy p̄−b′

 (7.13)

A partir da Equação 7.13 os coeficientes ρ e θ da equação normal da reta (Equação 7.3)
também passam a ser escritos em função de m′ e b′, do ponto médio e dos autovetores:

ρ = −C = xvxp̄ + yvy p̄ +b′− (xux p̄ + yuy p̄)m′

θ = cos−1(A) = cos−1(xv− xum′) (7.14)

Finalmente, aplicando a Teoria de Erros (VUOLO, 1992) sobre as relações estabele-
cidas na Equação 7.14, as variâncias e covariância calculadas para m′ e b′ (Equação 7.11)
são propagadas para as variâncias e covariância de ρ e θ , conforme a Equação 7.15.(

σ2
ρ σρθ

σρθ σ2
θ

)
= ∇ f

(
σ2

m′ σm′b′

σm′b′ σ2
b′

)
∇ f T (7.15)

onde ∇ f é a matriz Jacobiana da Equação 7.14, calculada conforme a Equação 7.16.
Sabendo que m′ e b′ são iguais a zero (i.e., reta horizontal passando pela origem, veja a
Figura 7.4, direita), a Equação 7.16 pode ser simplificada para a Equação 7.17.

∇ f =

(
∂ρ

∂m′
∂ρ

∂b′
∂θ

∂m′
∂θ

∂b′

)
=

(
−xux p̄− yuy p̄ 1

xu√
1−x2

um′2+2xum′xv−x2
v

0

)
(7.16)

=

(
−xuxp̄− yuyp̄ 1

xu√
1−x2

v
0

)
(7.17)

Uma vez calculados os parâmetros e as variâncias e covariância da equação normal
da reta, os votos de um grupo de pixels são distribuídos no espaço de parâmetros por uma
máscara Gaussiana bi-variada (WEISSTEIN, 2005b), definida por

Gk
(
ρ j,θ j

)
=

1
2πσρσθ

√
1− r2

e

(
−z

2(1−r2)

)
(7.18)
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z =

(
ρ j−ρ

)2

σ2
ρ

−
2r
(
ρ j−ρ

)(
θ j−θ

)
σρσθ

+

(
θ j−θ

)2

σ2
θ

r =
σρθ

σρσθ

onde k indica o grupo de pixels que está sendo trabalhado, ρ j e θ j indicam a posição no
mapa de votos na qual deseja-se descobrir a contribuição dada pela máscara, ρ e θ são
os parâmetros da equação normal da reta (Equação 7.3) ajustada aos pixels do k-ésimo
grupo (Figura 7.3) e σ2

ρ , σ2
θ

e σρθ são, respectivamente, as variâncias e a covariância de
ρ e θ (Equação 7.15).

Na prática, não é preciso calcular a contribuição de uma máscara Gaussiana para todo
ρ j e θ j no espaço de parâmetros, pois apenas as células próximas às coordenadas ρ e θ

receberem uma quantidade significativa de votos. Nesse trabalho, a forma utilizada para
se descobrir quando uma máscara Gaussiana deixa de contribuir com votos nas células
mais afastadas da reta ajustada, é pelo cálculo do limiar gmin, dado por

gmin = min
(

Gk

(
ρ +ρw

√
λw,θ +θw

√
λw

))
(7.19)

onde a função Gk (Equação 7.18) é resolvida para todo grupo k de pixels na imagem e
w = (ρw,θw)T é o autovetor associado a λw, o menor autovalor da matriz composta pelas
variâncias e covariância de ρ e θ (termo à esquerda da igualdade na Equação 7.15).

O processo completo para o cálculo dos parâmetros das máscaras Gaussianas é exe-
cutado conforme o Algoritmo 2 e o processo de votação é executado conforme os Algo-
ritmos 3 e 4, onde δ é o passo de discretização do espaço de parâmetros, definido de tal
modo que ρ ∈ [−R,R] e θ ∈ [0◦,180◦−δ ].

No Algoritmo 2, atenção especial deve ser dada às linhas 27 e 28. Note que nessas li-
nhas os valores calculados para as variâncias σ2

ρ e σ2
θ

são escalados por 22. A justificativa
para isso é que mais adiante, no Algoritmo 4, σ2

ρ e σ2
θ

serão utilizados na definição do
tamanho do kernel Gaussiano e utilizando dois desvios padrão (i.e., 2σρ e 2σθ , respecti-
vamente) a probabilidade dos valores verdadeiros de ρ e θ estarem na área coberta pelo
kernel elíptico é de 95,4%, contra 68,27% de probabilidade de estarem na área coberta
por uma elipse que utiliza apenas um desvio padrão. Essa abordagem faz com que a área
coberta pelas elipses seja maior, contribuindo com a intersecção de máscaras de grupos
de pixels quase colineares. Ainda na linha 28, é atribuído o valor 220,1 ao σ2

θk
toda vez

que a variância calculada para θk é igual a zero. Isso é feito para tratar o caso em que
todos os pixels do grupo estão perfeitamente alinhados (e.g., pixels na mesma coluna ou
na mesma linha da imagem), resultando em variação nula no coeficiente angular da reta.
Caso isso aconteça, será executada uma divisão por zero na Equação 7.18. Para resolver o
problema é atribuído um valor pequeno (0,1) para a variância de θk, que depois é escalado
por 22, uma vez que estão sendo utilizados dois desvios padrão.

Conforme mencionado anteriormente, não é preciso percorrer todo o espaço de pa-
râmetros para verificar qual a contribuição das máscaras Gaussianas em cada uma das
células do mapa de votos. Basta que seja verificada a contribuição de cada máscara na
região próxima aos parâmetros da reta ajustada. Por esse motivo, o Algoritmo 3 executa o
processo de votação dividindo a máscara Gaussiana em quadrantes. A Figura 7.5 ilustra a
divisão da máscara Gaussiana. Nessa figura, a elipse representa a máscara calculada para
um grupo de pixels. O centro da elipse indica a reta que melhor se ajusta aos pixels do
grupo e o limite da elipse indica as células que recebem menos votos. As setas indicam
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Algoritmo 2 Cálculo dos parâmetros das máscaras Gaussianas.
Requer: S {Grupos de pixels}

1: gmin← 0 {Inicialização do limiar definido na Equação 7.19}
2: para cada grupo Sk de pixels faça
3: p← pixels do grupo Sk {Os pixels são vetores coluna em uma matriz 2×n}
4: n← número de pixels em p
5:
6: {Cálculo dos parâmetros do sistema de referências alternativo}
7: p̄← ponto médio de p {O ponto médio também é um vetor coluna}
8: V,Λ← eigen((p− p̄)(p− p̄)T ) {Decomposição das componentes principais de p}
9: u← autovetor em V , associado ao maior autovalor em Λ

10: v← autovetor em V , associado ao menor autovalor em Λ

11:
12: {Garantir a condição yv ≥ 0}
13: se yv < 0 então
14: v←−v
15: fim se
16:
17: {Cálculo dos parâmetros da equação normal da reta (Equação 7.3)}
18: ρk← 〈v,p̄〉
19: θk← cos−1(xv)
20:
21: {Cálculo das variâncias σ2

m′ e σ2
b′ (Equação 7.5 substituída na Equação 7.11)}

22: σ2
m′ ← 1/∑〈u,pi− p̄〉2

23: σ2
b′ ← 1/n

24:
25: {Propagação do erro em σ2

m′ e σ2
b′ para σ2

ρk
, σ2

θk
e σρkθk (Equações 7.15)}

26: M = ∇ f
(

σ2
m′ 0
0 σ2

b′

)
∇ f T {Onde a matriz ∇ f é definida na Equação 7.17}

27: σ2
ρk
← 22M(1,1)

28: σ2
θk
← 22M(2,2) caso M(2,2) 6= 0, ou 220,1 caso M(2,2) = 0

29: σρkθk ←M(1,2)
30:
31: {Busca pelo limiar gmin, a função Gk é definida na Equação 7.18}
32: V,Λ← eigen(M) {Decomposição das componentes principais de M}
33: w← autovetor em V , associado ao menor autovalor em Λ

34: λw← menor autovalor em Λ

35: gmin←min
(
gmin,Gk

(
ρk +ρw

√
λw,θk +θw

√
λw
))

36: fim para
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Algoritmo 3 Procedimento de votação proposto para a transformada de Hough. O método
VotosQuadrante() é descrito no Algoritmo 4.
Requer: S {Grupos de pixels com parâmetros calculados conforme o Algoritmo 2}
Requer: gmin {Limiar calculado conforme o Algoritmo 2}
Requer: δ {Passo de discretização do espaço de parâmetros}

1: Votos← 0 {Inicialização da matriz bidimensional de votos}
2: gs←max(1/gmin,1) {Fator de escala para uso de votos inteiros}
3: para cada grupo Sk de pixels faça
4: Votos←VotosQuadrante(Votos, ρk , θk , δ , δ , gs, Sk)
5: Votos←VotosQuadrante(Votos, ρk , θk−δ , δ , −δ , gs, Sk)
6: Votos←VotosQuadrante(Votos, ρk−δ , θk−δ , −δ ,−δ , gs, Sk)
7: Votos←VotosQuadrante(Votos, ρk−δ , θk , −δ , δ , gs, Sk)
8: fim para

o sentido da inclusão dos votos no espaço de parâmetros, sendo que os quadrantes I-IV
correspondem, respectivamente, às chamadas da função VotosQuadrante() nas linhas 4-7
do Algoritmo 3.

Durante o processo de votação, atenção especial deve ser dada às máscaras que ul-
trapassam os limites do espaço de parâmetros. No caso da máscara ultrapassar o limite
estabelecido para ρ , basta ignorar os votos que seriam colocados fora do espaço de parâ-
metros. Isso porque todo ρ fora do intervalo [−R,R] é uma reta fora do espaço da imagem.
Porém, se a máscara sair do intervalo [0◦,180◦) estabelecido para θ , a votação deve pros-
seguir na diagonal oposta do espaço de parâmetros, de forma espelhada ao eixo ρ . Esse
caso especial acontece quando a reta ajustada aproxima uma reta vertical. Nessa situação,
o ponto sobre a reta com menor distância em relação à origem do sistema de referências
da imagem está muito próximo da parte da imagem onde o ρ tem seu sinal invertido e o
valor do ângulo θ é reiniciado. A Figura 7.6 (esquerda) ilustra o caso em que uma reta r
forma um ângulo θ próximo a zero. Com isso, a máscara Gaussiana de r contribui com
votos tanto na parte superior direita quanto na parte inferior esquerda do espaço de parâ-
metros (Figura 7.6, direita). No Algoritmo 4, o tratamento para máscaras que ultrapassam
os limites do espaço de parâmetros é feito para θ nas linhas 7-19 e para ρ na segunda
condição da linha 24.

Figura 7.5: O processo de votação de uma máscara Gaussiana é feito por quadrantes,
partindo do centro da máscara. As setas indicam o sentido da inclusão dos votos, sendo
que os quadrantes I-IV correspondem, respectivamente, às linhas 4-7 do Algoritmo 3.
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No processo de votação descrito nos Algoritmos 3 e 4, o mapa de votos é incrementado
com valores inteiros. Isso é possível graças à multiplicação do resultado da Equação 7.18
pelo escalar gs (linhas 23 e 27 do Algoritmo 4), que é calculado conforme a linha 2 do
Algoritmo 3. O escalar gs faz com que a menor contribuição dada por uma máscara
Gaussiana seja igual a um voto. O uso de valores inteiros no mapa de votos é uma forma
de otimizar o processamento da etapa de busca pelos picos de votação. Nesse trabalho,
a busca pelos picos é feita pela correlação de um kernel Gaussiano 3×3 com o mapa de
votos. O uso da correlação gerou resultados melhores que a busca pontual dentro do mapa
de votos, tanto no esquema de votação tradicional quando no descrito nessa seção.

Algoritmo 4 Complemento do procedimento de votação no Algoritmo 3. Esse procedi-
mento equivale ao método VotosQuadrante().
Requer: Votos, ρinicio, θinicio, δρ , δθ , gs e Sk {Parâmetros informados}

1: ρk,θk,σ
2
ρk

,σ2
θk

,σρkθk ← parâmetros calculados para o grupo de pixels Sk
2:
3: {Laço na coordenada θ do espaço de parâmetros}
4: θ j← θinicio
5: repita
6: {Tratamento para as máscaras que ultrapassam os limites do espaço de parâmetros}
7: se θ j /∈ [0◦,180◦) então
8: δρ ←−δρ

9: ρk←−ρk
10: σρkθk ←−σρkθk

11: ρinicio←−ρinicio
12: se θ j < 0◦ então
13: θk← 180◦−δθ +θk
14: θ j← 180◦−δθ

15: se não
16: θk← θk−180◦+δθ

17: θ j← 0◦

18: fim se
19: fim se
20:
21: {Laço na coordenada ρ do espaço de parâmetros. Lembre que R =

√
w2 +h2/2}

22: ρ j← ρinicio
23: g← round(gsGk

(
ρ j,θ j

)
) {Onde Gk é definida na Equação 7.18 e g é inteiro}

24: enquanto (g > 0) e
(
−R≤ ρ j ≤ R

)
faça

25: Votos(ρ j,θ j)←Votos(ρ j,θ j)+g
26: ρ j← ρ j +δρ

27: g← round(gsGk
(
ρ j,θ j

)
)

28: fim enquanto
29:
30: θ j← θ j +δθ

31: até que nenhum voto tenha sido dado no laço interno
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Figura 7.6: Caso especial onde uma máscara Gaussiana ultrapassa os limites do espaço
de parâmetros. A reta r, na imagem da esquerda, está muito próxima da parte da imagem
onde ρ tem seu sinal invertido e θ é reiniciado. Por isso, a máscara Gaussiana de r
contribui com votos em regiões diferentes do espaço de parâmetros, na imagem da direita.

7.3 Discussão

Nesse capítulo foi apresentada uma alternativa ao método convencional de votação da
transformada de Hough. Primeiro, foi descrito o funcionamento da variante da transfor-
mada de Hough proposta por Richard O. Duda e Peter E. Hart (DUDA; HART, 1972). Na
seqüência, foi introduzido o método proposto nesse trabalho, onde foram explicados os
princípios de seu funcionamento, o equacionamento e o algoritmo do processo de votação.

A transformada de Hough otimizada para grupos de pixels foi desenvolvida com o
objetivo de reduzir o custo computacional na busca das linhas suporte das arestas que
coincidem com a silhueta da caixa na imagem. Contudo, ela também pode ser aplicada
na solução de outros problemas que necessitam a identificação em tempo real de linhas
em uma imagem. Como descrito no Capítulo 4, embora os pixels estejam organizados
em grupos que definem seus segmentos de reta mais perceptíveis, dois ou mais desses
segmentos podem fazer parte da mesma aresta da caixa. O uso de uma máscara Gaussiana
distribui os votos em torno de uma vizinhança, permitindo a identificação de grupos de
pixels quase colineares. Essa é uma característica muito importante, pois permite que o
sistema trate melhor os erros de discretização e caixas com arestas levemente arqueadas.
O algoritmo convencional está sujeito a aliasing por conta da discretização do espaço de
parâmetros, como mostra a Figura 7.7, onde a abordagem convencional identificou duas
linhas suporte para uma mesma aresta, enquanto que apenas uma linha foi identificada
pela abordagem proposta.

A maior parte do processamento do método proposto se concentra na etapa de cálculo
dos parâmetros das máscaras Gaussianas (Algoritmo 2). Entretanto, note que essa etapa é
independente do processo de votação. Logo, numa situação como a desse trabalho, onde
um grupo de pixels pode fazer parte de mais que uma silhueta identificada, as máscaras
são reaproveitadas sem a necessidade de novo processamento.

Utilizando a abordagem proposta, o processo de votação e detecção de picos é otimi-
zado, pois a quantidade de células que recebem votos é bastante reduzida. Comparando
as Figuras 7.2 e 7.3, fica evidente que a quantidade de células acessadas no espaço de
parâmetros é bem maior no método de votação convencional do que no método proposto.
A imagem binária dada como exemplo contém 200×150 pixels, sendo que 29.724 desses
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Figura 7.7: A variante proposta para a transformada de Hough trata melhor os erros prove-
nientes da discretização do espaço de parâmetros. Na imagem da esquerda, a abordagem
convencional identificou duas linhas suporte para uma mesma aresta da caixa. Enquanto
que na imagem da direita, apenas uma linha foi identificada pela abordagem proposta.

pixels, separados em oito grupos, são pontos a serem processados pela transformada de
Hough. Aplicando a abordagem clássica, são feitos 49.956 acessos ao mapa de votos,
sendo que 24.882 células do mapa recebem algum voto. Por outro lado, apenas 2.495
acessos são executados pela abordagem desenvolvida, e apenas 2.469 células recebem al-
gum voto. Isso significa uma diminuição de aproximadamente 95% no número de acessos
ao mapa de votos e 90% no número de células que recebem algum voto.

Na transformada de Hough convencional, a quantidade de acessos ao mapa de vo-
tos cresce em função da quantidade de pixels a serem tratados e em função do passo de
discretização δ do espaço de parâmetros. Nesse trabalho, o passo de discretização foi de-
finido como δ = 0,5. O uso de um passo menor não resultou em diferenças significativas
no ajuste das linhas suporte na silhueta da caixa. Na abordagem clássica, a quantidade de
acessos a células é dada por q′ = 180n/δ , onde n é a quantidade de pixels. Enquanto que
no método proposto, a quantidade de acessos cresce em função da quantidade de grupos
de pixels na imagem, da área ocupada pela máscara elíptica e do passo de discretização
δ . Nesse caso, a quantidade de acessos é dada por q′′ = sm/δ , onde m é a quantidade
de grupos e s é a área ocupada pela máscara elíptica, assumindo que todas as máscaras
possuem o mesmo tamanho. Visto que um grupo é formado por vários pixels, a quanti-
dade de acessos executados na abordagem convencional tende a crescer mais rápido que a
quantidade de acessos executados pelo método proposto, desde que a condição 180n > sm
seja atendida.

Um detalhe importante a respeito da implementação do método, é que as linguagens
de programação costumam trabalhar com ângulos em radianos e não em graus. Por esse
motivo, é importante que a conversão para graus seja feita tanto no cálculo do ângulo θ

(Equação 7.3), quanto no cálculo da derivada ∂θ

∂m′ , na matriz ∇ f (Equação 7.15)
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8 IDENTIFICAÇÃO DAS MARCAÇÕES LASER

As marcações laser são utilizadas nesse trabalho como uma forma de introduzir uma
distância conhecida sobre uma das faces da caixa de interesse (Capítulo 5, Seção 5.1) e,
desse modo, resolver o problema da ambigüidade inerente a imagens adquiridas por meio
de projeção perspectiva da cena. Além disso, as marcações também são importantes na
identificação da silhueta da caixa de interesse, proporcionando um ótimo ponto de partida
para a segmentação da imagem (Capítulo 4).

Esse capítulo comenta o método empregado na identificação das marcações laser na
imagem. Inicialmente, a Seção 8.1 explica o procedimento de busca adotado. Na seqüên-
cia, a Seção 8.2 enumera o conjunto de regras empregado para a validação das marcações
identificadas.

8.1 Busca pelas Marcações na Imagem

A projeção de um feixe de laser em uma face da caixa define uma mancha elíptica
formada por muitos pixels. O tamanho e a orientação dessa elipse varia de acordo com
a orientação da face da caixa em relação à câmera. Uma vez que existe incerteza asso-
ciada à posição correta do centro da marcação laser no espaço da imagem, tal posição é
aproximada pelo centróide dos pixels que compõem a marcação. De acordo com os ex-
perimentos realizados, a variação de um pixel nas coordenadas da posição estimada para
o laser produz uma variação de poucos milímetros nas dimensões computadas. Esses ex-
perimentos foram realizados posicionando a câmera a aproximadamente dois metros da
caixa alvo.

A habilidade de encontrar a posição do centro das marcações laser na imagem pode
ser afetada por muitos fatores, como a iluminação do ambiente, o tempo de exposição
da câmera, o material da caixa e sua coloração. Embora tenha sido utilizado um laser
vermelho (650 nm, classe II), a identificação da posição das marcações não pode ser feita
apenas a partir do canal vermelho da imagem. Tal procedimento não é capaz distinguir
entre a marcação laser e uma possível textura de cor vermelha ou de qualquer outra cor
cujo canal vermelho seja saturado, como a cor branca, por exemplo.

Uma alternativa à utilização da informação de cor para identificação das marcações é
a utilização da informação de luminância da imagem. Durante os experimentos foi obser-
vado que as marcações laser saturam o CCD (i.e., o dispositivo foto-sensível responsável
pela formação da imagem) da câmera, gerando regiões com alto valor de luminância.
Contudo, a simples comparação da luminância com um limiar não seria suficiente para
tratar caixas brancas ou caixas cobertas por algum material que apresente brilho especular
acentuado (e.g., fitas adesivas utilizadas para fechar a caixa). Para tornar a identificação
por meio de um limiar viável, a solução encontrada consiste em reduzir o tempo de expo-
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(a)

(b)

(c)

Figura 8.1: Perfil da projeção de um feixe de laser sobre caixas de cor predominantemente
vermelha (a), branca (b) e azul (c). A primeira coluna mostra em detalhe a mancha da
marcação laser, enquanto que a segunda e a terceira coluna exibem o perfil da intensidade
de cada canal de cor e da luminância normalizada, respectivamente.

sição da câmera até que as marcações laser sejam os únicos elementos com alto valor de
luminância na imagem. Reduzir o tempo de exposição implica em reduzir a quantidade
de luz agregada na formação da imagem, tornando-a mais escura.

Uma vez capturada a imagem, um pixel é considerado parte de uma marcação laser
caso seu valor de luminância normalizado Lr seja maior ou igual ao limiar Llim, assumindo
0 ≤ Llim ≤ 1. Llim é definido pelo usuário de acordo com a necessidade, levando em
consideração a iluminação do ambiente e a as cores das caixas. O que se observa é que
Llim não precisa ser alterado com freqüência, pois é mais prático controlar a quantidade
de luz recebida ajustando o tempo de exposição da câmera. Lr é dado por:

Lr =
L−Lmin

Lmax−Lmin
(8.1)

onde L = 0,299R +0,587G+0,114B é a luminância do pixel, Lmin e Lmax são o menor e
o maior valor de luminância encontrados na imagem e R, G e B são as intensidades dos
canais vermelho, verde e azul do pixel, respectivamente.

A Figura 8.1 mostra um feixe de laser projetado sobre diferentes superfícies, após o
tempo de exposição da câmera ter sido devidamente ajustado. Na primeira coluna são exi-
bidas as marcações laser sobre caixas de cor predominantemente vermelha (a), branca (b)
e azul (c). Enquanto que na segunda e na terceira colunas são exibidos os perfis da inten-
sidade de cada canal de cor e da luminância normalizada, respectivamente. Na Figura 8.1
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é possível observar que, independente da cor da caixa, a luminância atinge seu máximo
na região das marcações laser, basta que para isso o tempo de exposição do CCD esteja
regulado.

8.2 Validação das Marcações Identificadas

Na tentativa de impedir que o cálculo das dimensões de caixas seja realizado com base
em falsas marcações laser, alguns processos de validação são adotados. Primeiramente,
devido a restrições epipolares (HARTLEY; ZISSERMAN, 2000) introduzidas pela cons-
trução do protótipo do scanner, a busca pelas marcações laser é feita apenas dentro de
uma pequena janela na imagem. Esta janela é definida considerando a orientação dos
feixes de laser e as distâncias mínima e máxima (e.g., neste trabalho, 1,3 e 4,0 metros,
respectivamente) aceita para a caixa em relação ao scanner. Como mostra a Figura 8.2,
a porção da imagem onde se espera que sejam encontradas as marcações laser restringe
bastante a ocorrência de falsas identificações. A adoção de uma janela de busca reduz a
quantidade de processamento necessária na identificação dos lasers.

Figura 8.2: Janela que restringe a área de busca das marcações laser na imagem.

Além da janela de busca, outros quatro critérios de validação são adotados:

1. As duas marcações laser não podem ser identificadas em um mesmo lado da ima-
gem;

2. A quantidade de pixels na marcação deve respeitar um intervalo previamente defi-
nido, com isso são desconsideradas marcações muito pequenas ou muito grandes;

3. A distância entre as duas marcações na imagem também deve respeitar um intervalo
previamente definido; e

4. Ambas as marcações precisam ser projetadas na mesma face da caixa.

No caso em que três faces da caixa são visíveis, o quarto critério de verificação é
aplicado somente após o cálculo da posição do vértice interno m0 (Capítulo 5, Seção 5.3),
que permite a determinação das arestas internas da caixa.
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8.3 Discussão

Nesse capítulo foi apresentado o método empregado na identificação da posição das
marcações laser na imagem. O procedimento faz uso da informação de luminância dos
pixels, pois foi observado que apenas a informação de cor pode levar a casos de classifica-
ção incorreta na presença de determinadas texturas nas caixas. Também foi enumerado o
conjunto de regras empregadas na validação das marcações identificadas. O processo de
validação é importante para evitar que o cálculo das dimensões de caixas seja realizado
com base em falsas marcações laser.

Conforme comentado anteriormente, ao utilizar a informação de luminância é preciso
tomar cuidado para que as marcações laser sejam as únicas regiões saturadas na imagem.
Para garantir essa condição, até mesmo na presença de uma superfície branca ou com
brilho especular, é sugerida a regulagem manual do tempo de exposição da câmera. Ao
diminuir o tempo de exposição, o CCD recebe menos luz e a imagem fica conseqüen-
temente mais escura. Diante desse quadro, é importante que o método responsável por
identificar os pixels de fundo da cena seja robusto sob diferentes condições de ilumina-
ção. Felizmente, o método de modelagem do fundo proposto no Capítulo 6 atende a esse
pré-requisito.

Atualmente, a configuração do tempo de exposição conforme a necessidade do ambi-
ente é um pouco incômoda para o usuário, pois esse precisa recorrer ao software toda vez
que não existe a possibilidade de apontar os feixes de laser para uma porção da caixa com
cores menos claras. Entretanto, essa é uma limitação da implementação atual do protó-
tipo. Acredita-se que seja possível automatizar a regulagem do tempo de exposição de
acordo com a resposta obtida na identificação das marcações laser. Acredita-se também
que a estratégia de reduzir o tempo de exposição para destacar a projeção dos feixes de
laser é uma abordagem que também pode ser utilizada em outros trabalhos no campo da
visão computacional e da robótica.

Ao longo dos experimentos realizados, foi definido que uma marcação deveria ter no
mínimo 2 e no máximo 70 pixels de área e que a distância entre as marcações deveria
ser de no mínimo 85 e no máximo 266 pixels. Os valores escolhidos para as distâncias
mínima e máxima entre as marcações permitem que sejam realizadas medições em uma
faixa de 1,3 a 4,0 metros de distância da caixa de interesse.
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9 ANÁLISE DOS RESULTADOS

Para a validação das técnicas descritas ao longo desse trabalho, foi desenvolvido o
protótipo de um scanner que calcula as dimensões de caixas a partir de imagens. O projeto
envolveu a construção de um hardware específico e a implementação de um software,
comentados na Seção 9.1.

Com o auxilio do scanner, foram capturadas imagens e calculadas as dimensões de
diversas caixas. Considerando que os dados utilizados como entrada do processo estão
sujeitos a uma certa quantidade de erro, é de se esperar que os valores calculados para
as dimensões também não sejam exatos. Confrontando os valores calculados e as medi-
das verdadeiras das dimensões, é possível ter-se uma idéia da acurácia e da precisão do
sistema desenvolvido. Entende-se por acurácia a medida de quão próximo o valor obtido
está do valor verdadeiro, ou seja, é a medida de quão correto é o resultado. Já a precisão é
a medida da exatidão com a qual o resultado é determinado, ou seja, é a medida de quão
reproduzível é o resultado. A análise da acurácia e precisão do sistema são apresentadas
na Seção 9.2 por meio de estudos estatísticos sobre as medições realizadas.

Com o objetivo de estudar como os erros se propagam das entradas do processo até
as medidas calculadas, foi aplicado um método analítico de propagação de erros, baseado
na Teoria de Erros (VUOLO, 1992). O estudo da propagação dos erros ao longo da
cadeia computacional é apresentado na Seção 9.3. O estudo analítico combinado com
os estudos estatísticos serve como argumento para a verificação de quão confiável é o
método proposto para o cálculo de dimensões de caixas a partir de imagens.

9.1 Protótipo do Sistema e Casos de Teste

O protótipo do scanner, construído para aplicar as técnicas descritas nos capítulos
anteriores, é exibido na Figura 1.2 (direita) e composto por: (i) Uma câmera de vídeo
padrão firewire colorida; (ii) Dois apontadores laser; e (iii) Um módulo de software.

A câmera utilizada é uma Point Grey Research Dragonfly, com resolução de 640×480
pixels e pixels medindo 7,4 µm2 (DRAGONFLY IEEE-1394 DIGITAL CAMERA SYS-
TEM, 2002). O modelo da lente utilizada é Computar M1614, com 16 mm de distância
focal, foco manual, sem íris e campo de visão de 30,9 graus. A câmera foi montada sobre
uma caixa plástica e os apontadores laser foram alinhados e colados nas laterais dessa
caixa. Os feixes são de laser vermelho, 650 nm classe II, e encontram-se separados por
uma distância de 15,8 cm. O software foi escrito em C++, sendo a interface gráfica feita
com a biblioteca OpenGL (NEIDER; DAVIS; WOO, 1997).

Nos experimentos, as imagens das caixas foram adquiridas a uma distância que variou
de 1,7 a 3,0 metros em relação à câmera, sendo que o scanner foi desenvolvido para cobrir
uma faixa de 1,3 a 4,0 metros de distância. O fundo da cena foi criado utilizando um
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pedaço de tecido verde, e seu modelo estatístico foi calculado conforme a técnica descrita
no Capítulo 6, a partir de 23 imagens contendo apenas o fundo da cena sob diferentes
condições de iluminação.

Para uma cena típica, como a cena que é exibida na Figura 4.4 (a), o sistema processa
o vídeo e calcula as dimensões das caixas a uma taxa de 39 fps. Quando o esquema de
votação proposto para a transformada de Hough (Capítulo 7) é substituído pelo esquema
de votação tradicional, a taxa de processamento cai para apenas 10 fps. Isso ilustra a
eficiência do processo de votação proposto. Essas medições foram realizadas em um
computador com processador de 2,8 GHz e 1,0 GB de memória RAM.

No Anexo A são encontradas imagens das caixas utilizadas no teste do sistema. As
dimensões dessas caixas variam de 13,4 a 48,2 centímetros. É importante observar que
a geometria de caixas convencionais (Figura A.2, a-h) é ligeiramente diferente de um
paralelepípedo, devido à imperfeições introduzidas durante o processo de construção e
manuseio. Imperfeições como faces curvadas, tamanhos diferentes para duas arestas pa-
ralelas na mesma face, falta de paralelismo entre faces que deveriam ser paralelas e cantos
arredondados, não são difíceis de serem encontrados na prática. Tais inconsistências na
geometria geram erros na orientação das arestas que determinam a silhueta da caixa, os
quais são propagados para as dimensões calculadas. No entanto, essas imperfeições não
estão presentes na caixa (i) da Figura A.2, pois ela respeita a geometria de um cubo.
Essa caixa foi feita em madeira sob medida para o presente trabalho e é utilizada como
referência para a validação do método.

Outro recurso utilizado na validação do método é o uso de um simulador que exe-
cuta a mesma computação que o scanner, porém sobre imagens obtidas com um modelo
de câmera pinhole, utilizando técnicas de computação gráfica. Nesse caso as caixas são
paralelepípedos perfeitos, como os mostrados na Figura A.1. As marcações laser sobre
as faces das caixas sintéticas são geradas utilizando textura projetiva (NEIDER; DAVIS;
WOO, 1997). Como no caso do dispositivo real, a câmera pode se mover livremente
na cena tridimensional. O simulador também emula o fundo de cor conhecida e a ins-
tabilidade na posição e orientação do scanner quando esse é utilizado (i.e., tremor das
mãos durante a captura das imagens). O simulador permite que a técnica de cálculo de
dimensões proposta nesse trabalho seja testada em condições controladas.

9.2 Análise Estatística

A análise estatística serve para verificar o quão confiável são as medições realizadas
pelo sistema. Nesse trabalho, foram realizados dois tipos de análises estatísticas:

1. Análise do intervalo de confiança para o comprimento das arestas; e

2. Análise do erro relativo entre o comprimento estimado e o comprimento verdadeiro
das arestas.

Em ambas as análises foram utilizadas imagens das caixas exibidas no Anexo A. Ao
todo foram utilizadas quinze caixas, lembrando que as seis caixas na Figura A.1 são
geradas pela aplicação de técnicas de computação gráfica e a caixa (i) da Figura A.2 é
uma caixa de madeira feita sob medida para o projeto, não contendo assim imperfeições
geométricas.

Antes da coleta dos dados, cada uma das caixas foi medida com uma régua. Cada
aresta foi medida duas vezes, uma vez para cada face que compartilha a aresta. Com isso,
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o tamanho verdadeiro de uma dimensão da caixa é dado pela média das oito medições
realizadas naquela dimensão. É importante comentar que todas as medições foram feitas
em centímetros.

Após conhecer o tamanho de todas as caixas, a câmera e os lasers foram calibrados e
o sistema foi utilizado na coleta de m ≥ 30 imagens para cada uma das n = 30 posições
diferentes de cada caixa da coleção. Em cada uma das n posições o usuário do sistema
tenta manter o scanner fixo enquanto o sistema coleta as m imagens naquela posição. Para
variar as posições, o usuário move o scanner com relação à caixa e o local onde os feixes
de laser são projetados. Uma vez capturadas e processadas as imagens, é considerada
como amostra o valor médio dos m comprimentos calculados para cada dimensão de cada
caixa em cada uma de suas posições. Com isso, a amostra de uma caixa é composta
por n medidas de cada uma de suas dimensão. É importante manter o scanner fixo na
captura das m imagens para que no cálculo dos valores médios utilizados como amostra
seja amenizada a introdução de erros randômicos nas análises estatísticas. As amostras
coletadas são utilizadas nas análises estatísticas descritas nas seções seguintes.

9.2.1 Análise do Intervalo de Confiança

Nessa análise as amostras são utilizadas no cálculo da média, do desvio padrão e do
intervalo de confiança de cada dimensão das caixas. O intervalo de confiança de uma
dimensão é dado por

IC(γ) =
[

x̄− tγ
σ√

n
; x̄+ tγ

σ√
n

]
(9.1)

onde x̄ é a média, σ é o desvio padrão, n é o tamanho da amostra e tγ é uma variável
t−Student com n−1 graus de liberdade, de tal modo que a probabilidade de uma medição
x pertencer ao intervalo de confiança IC é γ .

As Tabelas 9.1 e 9.2 mostram os intervalos de confiança calculados para cada uma
das caixas sintéticas e reais, respectivamente, utilizadas nos testes. As duas primeiras
colunas das tabelas identificam a caixa e a dimensão que está sendo trabalhada. A terceira
coluna mostra o tamanho verdadeiro das arestas em cada uma das dimensões. O tamanho
médio x̄ e o desvio padrão σ calculados a partir das n = 30 amostras são exibidos na
quarta e quinta coluna, seguidos pelos intervalos de confiança IC(γ) para γ igual a 95,0%
(tγ = 2,054), 98,0% (tγ = 2,462) e 99,5% (tγ = 3,038).

O desvio padrão σ nos dá a idéia da dispersão dos valores em torno da média x̄.
Quanto maior o desvio padrão menos reproduzível é o resultado e menos preciso são os
valores calculados. Observando σ na Tabela 9.1 é possível constatar que as dimensões
calculadas para caixas sintéticas são bastante precisas, uma vez que todo σ calculado é
menor que 0,35 centímetros. Em contrapartida, σ na Tabela 9.2 varia entre 0,40 e 4,31
centímetros. O que se observa é que para caixas reais cuja geometria melhor aproxima
a de um paralelepípedo (e.g., caixas (f), (g) e principalmente (i)) os desvios padrão são
menores, enquanto que para caixas com maior deformidade (e.g., caixas (a) e (e)) os
desvios padrão são maiores. Tanto a caixa (a) quanto a caixa (e) possuem uma das faces
com uma concavidade acentuada. Por coincidência, a face prejudicada de ambas as caixas
é a face onde se localiza a tampa e essa face é visível em várias imagens utilizadas como
amostra.

Quanto maior o desvio padrão maior também será o intervalo de confiança, ou seja,
intervalos de confiança mais estreitos indicam maior precisão nos valores calculados. A
Figura 9.1 ajuda a ilustrar os intervalos de confiança exibidos nas Tabelas 9.1 e 9.2. Nessa
figura a linha vermelha representa o comprimento real das arestas das caixas, em ordem
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Tabela 9.1: Intervalos de confiança para as medições das caixas exibidas na Figura A.1
Caixa Dim. Tam. x̄ σ IC (95,0%) IC (98,0%) IC (99,5%)

1 29,50 29,46 0,19 [29,39;29,53] [29,37;29,55] [29,35;29,57]
Sintética (a) 2 23,00 22,94 0,16 [22,88;23,00] [22,87;23,01] [22,85;23,03]

3 15,00 15,02 0,15 [14,97;15,08] [14,96;15,09] [14,94;15,11]
1 30,20 30,24 0,24 [30,15;30,32] [30,13;30,34] [30,10;30,37]

Sintética (b) 2 20,60 20,69 0,15 [20,63;20,74] [20,62;20,75] [20,60;20,77]
3 20,00 20,02 0,14 [19,96;20,07] [19,95;20,08] [19,94,20,10]
1 25,00 25,08 0,29 [24,97;25,19] [24,94;25,21] [24,91;25,24]

Sintética (c) 2 25,00 25,02 0,17 [24,96;25,08] [24,94;25,09] [24,93;25,11]
3 25,00 24,95 0,24 [24,86;25,04] [24,85;25,06] [24,82;25,09]
1 35,00 34,96 0,19 [34,89;35,04] [34,88;35,05] [34,86;35,07]

Sintética (d) 2 31,50 31,42 0,24 [31,33;31,51] [31,31;31,53] [31,28;31,55]
3 28,30 28,33 0,16 [28,26;28,39] [28,25;28,40] [28,23;28,42]
1 38,40 38,26 0,31 [38,15;38,38] [38,12;38,40] [38,09;38,43]

Sintética (e) 2 25,50 25,52 0,16 [25,46;25,57] [25,45;25,58] [25,43;25,60]
3 13,50 13,53 0,15 [13,48;13,59] [13,47;13,60] [13,45;13,62]
1 32,80 32,84 0,18 [32,78;32,91] [32,76;32,92] [32,75;32,94]

Sintética (f) 2 21,50 21,54 0,13 [21,49;21,59] [21,48;21,60] [21,47;21,61]
3 19,10 19,17 0,14 [19,12;19,22] [19,11;19,24] [19,09;19,25]

crescente. Os pontos azuis indicam a média dos comprimentos calculados pelo sistema e
as barras de incerteza os intervalos de confiança.

Nos intervalos de confiança calculados para caixas sintéticas (Tabela 9.1 e Figura 9.1
a-c) é observado que o método proposto é preciso e acurado. Para essas caixas os interva-
los de confiança são estreitos e x̄ é próximo ao comprimento verdadeiro das dimensões,
de tal modo que os valores verdadeiros estão contidos na maior parte dos intervalos de
confiança calculados. No caso em que as medidas verdadeiras estão fora dos intervalos de
confiança a divergência ocorre por frações de milímetro. Nas caixas reais, os intervalos de
confiança (Tabela 9.2 e Figura 9.1 d-f) não são tão estreitos, porém também incorporam as
medidas verdadeiras na maior parte dos casos. Os intervalos de confiança mais estreitos
são para as caixas (f), (g) e (i). Os casos com maior distância entre o valor verdadeiro e
a média são as dimensões 2 e 3 da caixa (d) e a dimensão 1 da caixa (a). Na caixa (d) a
divergência é tanta que o valor verdadeiro não está contido nem mesmo no intervalo de
confiança onde γ = 99,5%. Uma possível explicação para esse resultado é o fato de uma
das faces da caixa (d) ser parcialmente recoberta por uma camada dupla de papelão. As
arestas dessa face, quando vistas na silhueta, influenciam na orientação das linhas suporte,
gerando desvios nos valores calculados. Algo parecido acontece com a caixa (a), onde
uma das faces apresenta uma concavidade acentuada.

Outra forma de se analisar a acurácia do método proposto é pela análise do erro rela-
tivo, que é apresentada a seguir.

9.2.2 Análise do Erro Relativo

O erro relativo ε indica a quantidade de erro em uma medição em relação ao valor
verdadeiro. Por isso o erro relativo só pode ser calculado conhecendo o valor verdadeiro
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Tabela 9.2: Intervalos de confiança para as medições das caixas exibidas na Figura A.2
Caixa Dim. Tam. x̄ σ IC (95,0%) IC (98,0%) IC (99,5%)

1 29,45 30,38 3,55 [29,05;31,72] [28,79;31,98] [28,42;32,35]
Real (a) 2 22,56 22,70 1,28 [22,22;23,18] [22,12;23,28] [21,99;23,41]

3 15,61 15,99 1,86 [15,29;16,68] [15,15;16,82] [14,95;17,02]
1 35,54 35,76 1,20 [35,31;36,21] [35,22;36,30] [35,09;36,43]

Real (b) 2 32,06 32,81 1,39 [32,29;33,33] [32,18;33,43] [32,04;33,58]
3 26,83 26,44 0,66 [26,19;26,69] [26,14;26,74] [26,07;26,81]
1 28,55 28,46 1,06 [28,07;28,86] [27,99;28,94] [27,88;29,05]

Real (c) 2 24,09 23,68 0,86 [23,36;24,00] [23,30;24,07] [23,21;24,16]
3 16,81 16,41 0,79 [16,12;16,71] [16,06;16,77] [15,97;16,85]
1 35,99 36,07 0,91 [35,73;36,41] [35,66;36,47] [35,56;36,57]

Real (d) 2 25,19 26,36 1,06 [25,96;26,75] [25,88;26,83] [25,77;26,94]
3 13,84 13,09 0,64 [12,85;13,33] [12,80;13,38] [12,74;13,44]
1 30,26 30,29 1,51 [29,72;30,85] [29,61;30,96] [29,45;31,12]

Real (e) 2 29,24 29,31 4,31 [27,69;30,92] [27,37;31,24] [26,91;31,70]
3 23,30 23,13 1,83 [22,44;23,82] [22,31;23,95] [22,11;24,15]
1 48,20 48,64 1,23 [48,18;49,11] [48,09;49,20] [47,96;49,33]

Real (f) 2 45,69 45,54 0,66 [45,29;45,79] [45,24;45,83] [45,17;45,90]
3 28,36 28,28 0,55 [28,07;28,49] [28,03;28,53] [27,97;28,58]
1 27,99 28,18 1,59 [27,58;28,77] [27,46;28,89] [27,30;29,06]

Real (g) 2 23,41 23,46 0,53 [23,26;23,66] [23,22;23,69] [23,16;23,75]
3 16,44 16,38 0,40 [16,23;16,54] [16,20;16,57] [16,16;16,61]
1 24,00 24,05 1,08 [23,65;24,46] [23,57;24,54] [23,45;24,65]

Real (h) 2 19,84 19,61 0,82 [19,30;19,91] [19,24;19,97] [19,16;20,06]
3 13,40 13,21 1,09 [12,80;13,62] [12,72;13,70] [12,60;13,82]
1 25,00 25,27 1,14 [24,84;25,70] [24,76;25,78] [24,64;25,90]

Real (i) 2 25,00 24,76 0,64 [24,52;25,00] [24,47;25,05] [24,41;25,12]
Cx de Madeira 3 25,00 24,80 0,57 [24,59;25,02] [24,55;25,06] [24,49;25,12]

do que está sendo medido, como mostra a Equação 9.2

ε =
|x− xv|

xv
(9.2)

onde x é o valor estimado e xv é o valor verdadeiro.
A Figura 9.2 dá uma boa idéia da distribuição dos erros relativos das medições fei-

tas em todas as imagens capturadas para cada uma das n = 30 posições. Na figura, o
histograma da direita está relacionado aos erros relativos calculados para 540 arestas de
caixas sintéticas. Observe que para essas medições o erro relativo varia pouco, ficando
abaixo dos 5% e se concentrando na faixa que vai até 1,5%. Esses resultados confirmam
a acurácia constatada no cálculo dos intervalos de confiança para caixas sintéticas.

Já para caixa reais, a Figura 9.2 (direita) mostra que a variação do erro relativo foi
maior que a obtida com caixas sintéticas. Essa variação está diretamente relacionada à
geometria das caixas e ao ajuste de foco da câmera. Entretanto, é importante observar que
os picos significativos no histograma estão abaixo de 15% e que os retângulos entre 15% e
30% possuem, no máximo, cinco ocorrências cada. Os retângulos com menos ocorências
estão relacionados às medições das caixas (a), (d) e (e), já citadas com sendo as caixas
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(a) Caixas Sintéticas, IC (95,0%) (d) Caixas Reais, IC (95,0%)

(b) Caixas Sintéticas, IC (98,0%) (e) Caixas Reais, IC (98,0%)

(c) Caixas Sintéticas, IC (99,5%) (f) Caixas Reais, IC (99,5%)

Figura 9.1: Intervalos de confiança calculados, mostrados na vertical, para caixas sintéti-
cas (a-c) e para caixas reais (d-f). Os gráficos ilustram os valores exibidos nas Tabelas 9.1
e 9.2.
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Figura 9.2: Histograma dos erros relativos calculados para caixas sintéticas (esquerda) e
caixas reais (direita). Na construção desses histogramas foram utilizadas 540 medições
feitas sobre caixas sintéticas e 810 medições feitas sobre caixas reais.

com geometrias que mais se diferenciam à de um paralelepípedo. No caso das demais
caixas reais, os erros relativos são pequenos. Considerando todas as 810 medidas de
arestas computadas, a média dos erros relativos obtidos é igual a 3,81%, o que demonstra
que o método de cálculo proposto também é acurado para caixas reais.

9.3 Propagação de Erros

Na Seção 9.2 é descrito um estudo estatístico onde diversas imagens são utilizadas
no cálculo do intervalo de confiança das medições retornadas pelo sistema. Agora, o
intervalo de confiança será estimado com base no erro associado aos dados de entrada do
sistema. Nessa seção é desenvolvido um estudo analítico sobre a propagação dos erros ao
longo da cadeia computacional.

Os dados de entrada do sistema são a imagem de uma caixa, os parâmetros intrínsecos
da câmera, a orientação dos feixes de laser e a distância entre eles. Da imagem são extraí-
das as linhas suporte das arestas que coincidem com a silhueta da caixa e a posição das
marcações laser. Por conta da discretização da imagem, as linhas suporte são estimadas
com pequenas variações na posição e inclinação. O mesmo acontece para a posição das
marcações laser. Os parâmetros intrínsecos da câmera estão sujeitos a variações por conta
de influências externas, como choques mecânicos e variações de temperatura. Já a orien-
tação e distância entre os feixes de laser podem ter sido estimados de forma imprecisa,
pois os feixes possuem alguns milímetros de diâmetro. Inevitavelmente, todos esses erros
nos dados de entrada irão influenciar as medidas calculadas para as dimensões das caixas,
mesmo se suas geometrias sejam perfeitas como a de um paralelepípedo.

Todos os dados de entrada do sistema em questão são determinados a partir de um
conjunto de dados experimentais. De acordo com a Teoria de Erros (VUOLO, 1992),
o erro η em um valor experimental x é dado pela sua diferença em relação ao valor
verdadeiro xv. Logo, o erro em x é definido por

η = x− xv (9.3)

Uma vez que o valor xv é desconhecido, é evidente que o erro η também é uma quan-
tidade desconhecida. Por isso, o erro η só pode ser estimado em termos de probabilidade.



96

Nessas condições, é definido um intervalo de confiança em torno do valor experimental,

(x−δ ) < xv < (x+δ ) (9.4)

onde δ ≥ 0, existindo uma probabilidade P de xv estar contido nesse intervalo. Consi-
derando uma distribuição Gaussiana de erros, δ é dado pelos múltiplos do desvio padrão
σx da distribuição de erros de x (e.g., σx, 2σx, 3σx, etc.) e P é, respectivamente, 68,27%,
95,4% e 99,7% para σx, 2σx e 3σx. Desse modo, todo valor utilizado como entrada no
sistema é acompanhado por um erro padrão σ .

Se uma grandeza w é calculada em função de grandezas experimentais x, y, z, etc. que
têm erros, então w também tem erro (VUOLO, 1992). O erro padrão em w é dado por

σw = +
√

σ2
w (9.5)

onde
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no caso em que as variáveis de entrada são independentes (i.e., variáveis não correlacio-
nadas), ou
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no caso em que as variáveis de entrada são correlacionadas. A covariância σi j indica o
grau de correlação entre duas variáveis.

Inicialmente, as variáveis de entrada para o cálculo das dimensões de caixas a partir
de imagens não são correlacionadas. No entanto, variáveis intermediárias como o vetor
normal das faces, pontos e linhas de fuga (Capítulo 5), entre outras, são calculadas e com-
binadas ao longo da cadeia computacional. O fluxo computacional do método de cálculo
descrito no Capítulo 5 é ilustrado na Figura 9.3. Nessa figura, as variáveis de entrada são
representadas por círculos, as variáveis intermediárias são representadas por quadrados
e o comprimento das arestas visíveis da caixa é representado por um losango. Devido à
interdependência entre as variáveis intermediárias, o modelo de propagação descrito na
Equação 9.7 é adotado nesse trabalho. Para simplificar a notação, a Equação 9.7 pode ser
reescrita na forma matricial:

Λw = ∇ f Λϑ ∇ f T (9.8)

onde Λw é a matriz de variâncias e covariâncias m×m resultante, ∇ f é a matriz Jacobiana
m×n das funções f que calculam cada uma das m variáveis wi a partir das n variáveis de
entrada, e Λϑ é a matriz de variâncias e covariâncias n×n que correlaciona as variáveis
de entrada.

Considerando os coeficientes de todos os dados de entrada, temos ao todo vinte e
cinco variáveis de entrada:

• hi = (ρi,θi)
T , para 0 ≤ i ≤ 5: linhas suporte das arestas que coincidem com a

silhueta da caixa, representadas pela equação normal da reta (doze variáveis de
entrada);
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Figura 9.3: Propagação dos erros ao longo da cadeia computacional. Os dados de en-
trada (círculos) contêm erros que são propagados pelas etapas intermediárias do cálculo
(quadrados) até as dimensões calculadas para as caixas (losango).
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• p j =
(
xp j ,yp j

)T , para 0 ≤ j ≤ 1: posição das marcações laser na imagem (quatro
variáveis de entrada);

• dlb: distância conhecida entre os feixes de laser (uma variável de entrada);

• K: matriz que contém os cinco parâmetros intrínsecos da câmera (cinco variáveis
de entrada: αx = f /sx, αy = f /sy, s, ox e oy); e

• L = (XL,YL,ZL)
T : vetor que indica a direção dos feixes de laser (três variáveis de

entrada).

Logo, a matriz Λϑ de variâncias e covariâncias é uma matriz 25×25, composta pelas
variâncias e covariâncias de todas as variáveis de entrada:

Λϑ = diag
(
Λh0,Λh1,Λh2,Λh3,Λh4,Λh5,Λp0,Λp1,σ

2
ddb

,ΛK,ΛL
)

(9.9)

Se o que está sendo calculado é o erro no comprimento das arestas, então o que pre-
cisa ser feito é encontrar a matriz Jacobiana da função que calcula o comprimento (Equa-
ção 9.10) e resolver a Equação 9.8, utilizando a Jacobiana e a matriz Λϑ da Equação 9.9.

∇lk =
(

∂ lk
∂ρ0

∂ lk
∂θ0

∂ lk
∂ρ1

∂ lk
∂θ1

. . . ∂ lk
∂XL

∂ lk
∂YL

∂ lk
∂ZL

)
(9.10)

onde k é o índice da aresta de comprimento l. O cálculo das derivadas parciais da matriz
Jacobiana utilizada na propagação dos erros nas variáveis de entrada até as dimensões da
caixa é demonstrado no Anexo D.

9.3.1 Erros nos Dados de Entrada

Conforme comentado anteriormente, todo valor utilizado como entrada no sistema
está associado a um erro σ . Para cada tipo de entrada existe uma forma diferente de se
estimar seu erro. Uma vez estimados, os erros nos dados de entrada são utilizados na
composição da matriz Λϑ (Equação 9.9).

Nas linhas suporte das arestas que coincidem com a silhueta da caixa, a origem do
erro está no passo de discretização δ utilizado na transformada de Hough (Capítulo 7).
Por conta desta discretização, os valores verdadeiros dos coeficientes da reta hi estão no
intervalo hi±δ/2. Desse modo, a matriz de variâncias e covariâncias das linhas suporte
é dada por:

Λhi =
(

σ2
ρi

σρiθi

σθiρi σ2
θi

)
=
(

(δ/2)2 0
0 (δ/2)2

)
(9.11)

O erro na posição das marcações laser está associado à mancha elíptica formada pelos
pixels identificados como pertencentes à marcação laser. A posição p j de cada marcação
é calculada como sendo o ponto médio dos pixels na distribuição e a matriz de variâncias
e covariâncias da j-ésima marcação é calculada conforme a seguinte equação:

Λp j =

(
σ2

xp j
σxp j yp j

σyp j xp j
σ2

yp j

)
=

1
n

PPT (9.12)

onde n é o número de pixels e P é uma matriz 2×n que contém os pixels da distribuição,
centrados no pixel médio p j.



99

Para o caso da distância entre os feixes de laser, o erro é estimado considerando o raio
rlb dos feixes. Isso faz com que a distância entre eles esteja na faixa dlb±2rlb centímetros.
Sendo assim, a variância da distância entre os feixes é de:

σ
2
dlb

= (2rlb)
2 (9.13)

Cada um dos feixes de laser utilizados na construção do protótipo tem aproximadamente
0,1 centímetros de raio.

Já os erros nos parâmetros intrínsecos da câmera são estimados com o auxílio do Ca-
mera Calibration Toolbox for Matlab, desenvolvido por Jean-Yves Bouguet (BOUGUET,
2005). O intervalo de confiança de cada um dos cinco parâmetros é calculado pela ferra-
menta com o mesmo processo utilizado na calibração da câmera. A matriz de variâncias
e covariâncias dos parâmetros intrínsecos da câmera é dada por:

ΛK =


σ2

αx
0 0 0 0

0 σ2
αy

0 0 0
0 0 σ2

s 0 0
0 0 0 σ2

ox
0

0 0 0 0 σ2
oy

 (9.14)

A última fonte de erro a ser considerada é a orientação dos feixes de laser. A orien-
tação dos lasers também é calculada com o auxílio do Camera Calibration Toolbox for
Matlab, porém utilizando a função que retorna os parâmetros extrínsecos de um plano no
espaço 3D. Pela intersecção dos feixes de laser com planos no espaço 3D são calculados
pontos por onde passam os feixes de laser. Combinando pares de pontos sobre um mesmo
feixe são geradas n amostras de vetores normalizados Nk. O vetor médio dessas amostras
é o vetor N̄, que depois de normalizado é igual a L, e a matriz de variâncias e covariâncias
de L é calculada conforme a seguinte equação:

ΛL =

 σ2
XL

σXLYL σXLZL

σYLXL σ2
YL

σYLZL

σZLXL σZLYL σ2
ZL

=
1

n‖N̄‖2 MMT (9.15)

onde M é a matriz 3×n que contém os vetores Ni− N̄.

9.3.2 Análise dos Erros Propagados para as Dimensões das Caixas

Ao aplicar a propagação dos erros sobre diversas imagens das caixas exibidas no
Anexo A, foi observado que o uso de três desvios padrão no cálculo do δ (Equação 9.4)
é suficiente para criar intervalos de confiança que incluem a medida verdadeira das di-
mensões. A exceção à regra fica a cargo das caixas (a) e (d) na Figura A.2, onde 17,34%
dos intervalos de confiança estimados não incorporaram as medidas verdadeiras. Esse
resultado é equivalente ao obtido na análise estatística apresentada na Seção 9.2. Outra
semelhança é o cálculo de intervalos de confiança mais estreitos para caixas sintéticas
e para caixas reais bem construídas, mostrando que a propagação dos erros é robusta a
pequenas variações na geometria da caixa de interesse.

Utilizando a propagação dos erros fica fácil identificar os casos que geram maior in-
certeza nos comprimentos calculados, pois não é necessário capturar várias imagens de
uma mesma posição para que sejam estimados os intervalos de confiança. O uso de uma
única imagem no cálculo dos intervalos de confiança torna o processo de análise do erro
prático e, graças a essa praticidade, foram identificadas dois fatores que influenciam na
precisão dos resultados:
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Figura 9.4: Imagens de uma caixa cujas dimensões são 25,00× 25,00× 25,00 cm. As
imagens foram coletadas a aproximadamente 1,80 e 3,50 metros da caixa. O que se
observa é que quanto maior a distância, maiores são os intervalos de confiança calculados,
sugerindo menor precisão.

1. A distância entre o scanner e a caixa de interesse; e

2. O ângulo formado pelas arestas da caixa em relação ao plano de imagem.

No caso da distância entre o observador e a caixa, quanto maior a distância maior
o intervalo de confiança estimado, sugerindo medições menos precisas. A variação da
precisão em função da distância é justificada pela região do espaço que cada pixel mapeia.
Quando mais afastado do objeto maior será a área representada por um único pixel. Na
Figura 9.4 são comparadas duas medições realizadas a aproximadamente 1,8 e 3,5 metros
de distância, respectivamente, em uma caixa que mede 25,00×25,00×25,00 centímetros.
Observe que todos os intervalos de confiança crescem na imagem da direita. A influência
da distância nas medições foi um dos motivos pelo qual o raio de atuação do scanner foi
limitado em uma faixa de 1,3 metros a 4,0 metros de distância da caixa de interesse.

A segunda situação que contribui com medidas menos precisas está relacionada com
o ângulo formado pelas arestas da caixa e o plano de imagem. Observe que a incer-
teza sobre a aresta demarcada na Figura 4.2 (esquerda) é menor que a incerteza sobre a
mesma aresta demarcada Figura 4.2 (direita), indo de 2,69 para 3,55 centímetros. Isso
ocorre porque a incerteza sobre as coordenadas 3D estimadas para os vértices é maior na
coordenada Z. Através do estudo analítico da propagação dos erros, foi verificado que en-
quanto a incerteza nas coordenadas X e Y dos vértices é influenciada principalmente pela
posição da projeção desses vértices na imagem, enquanto que a incerteza na coordenada
Z também recebe grande influência das incertezas na distância entre os feixes de laser e na
posição das marcações laser na imagem. A Figura 9.6 ilustra a vista superior das cenas na
Figura 9.5, onde as elipses representam a incerteza das coordenadas dos vértices. Sendo
assim, quando o plano de imagem (i.e., alinhado ao eixo X) e a aresta da caixa formam
um ângulo pequeno (Figura 9.6, esquerda), o comprimento li da aresta é calculado com
incerteza menor. A incerteza é representada pelos segmentos verdes que estendem o com-
primento li em azul. Porém, quando o ângulo entre o plano de imagem e a aresta é maior
(Figura 9.6, direita), a incerteza acumulada nas coordenadas Z dos vértices faz com que a
incerteza no comprimento da aresta também seja maior.
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Figura 9.5: Imagens de uma caixa cujas dimensões são 25,00×25,00×25,00 cm. Nessas
imagens a distância entre o scanner e a caixa é aproximadamente a mesma, porém a
inclinação das faces é bastante diferente. Como se observa na aresta demarcada, quanto
maior a inclinação em relação ao plano de imagem mais largo é o intervalo de confiança,
sugerindo imprecisão nas medidas estimadas.

9.4 Discussão

Os resultados da aplicação do método para cálculo de dimensões de caixas proposto
nesse trabalho foram expostos nesse capítulo. Foi apresentado um protótipo de scanner
composto por hardware e software. Também foram apresentados estudos estatísticos so-
bre medições realizadas pelo scanner e um estudo analítico da propagação dos erros nos
dados de entrada para as medidas calculadas.

O protótipo mostrou ser robusto, processando uma cena como a exibida na Figura 4.4
a uma taxa de 39 fps. Esse teste foi realizado realimentando o sistema com a mesma
imagem, para que a taxa de captura de 30 fps da câmera não limitasse o desempenho. Em
outras imagens analisadas ao longo da pesquisa, foi observado que a quantidade de obje-
tos em cena não influencia a taxa de processamento. Isso porque objetos não sobrepostos
à silhueta da caixa são ignorados na busca pelo contorno da região em primeiro plano que
inclui a caixa de interesse (Capítulo 4, Seção 4.1.1). Do mesmo modo, objetos sobrepos-
tos à caixa alvo são muitas vezes já descartados na filtragem e agrupamento de segmentos
de silhueta válidos (Capítulo 4, Seção 4.1.3). O fator que pode vir a influenciar no desem-
penho da técnica é a quantidade de candidatos à silhueta identificados. Entretanto, não
foram observados casos onde mais que três candidatos precisassem ser analisados.

O método de cálculo mostrou ser bastante acurado e preciso para caixas cujas geo-
metrias aproximam a de um paralelepípedo. A acurácia e a precisão do sistema foram
verificadas pela aplicação de análises estatísticas sobre um conjunto de imagens de cai-
xas sintéticas e de caixas reais. As imagens de caixas sintéticas foram geradas a partir
de um simulador que implementa uma câmera pinhole. Nesse simulador, as caixas não
contêm imperfeições encontradas na maioria das caixas reais, como arestas e faces cur-
vadas, provendo um ambiente controlado para o teste do sistema. As imagens geradas
pelo simulador também estão isentas de problemas no ajuste do foco e de motion blur,
responsáveis por dilatar a imagem da caixa de interesse. Além do uso do simulador, o
sistema é validado com o uso de uma caixa real que está livre de inconsistências geomé-
tricas, construída sob medida para esse trabalho. Para as caixas reais o erro relativo médio
estimado é de 3,81%.

Utilizando a Teoria de Erros (VUOLO, 1992), foi apresentado um método analítico
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Figura 9.6: Vista superior das cenas que ilustram o aumento da incerteza em função da
inclinação das arestas da caixa em relação ao plano de imagem (Figura 9.5).

para o estudo de como os erros se propagam das entradas do processo até as medidas
calculadas. Pelo mapeamento das fontes de erros e análise do fluxo computacional do sis-
tema, foram calculados intervalos de confiança para as medidas estimadas a partir de uma
única imagem. A aplicação da propagação dos erros mostrou resultados semelhantes às
análises estatísticas, porém com a vantagem de não precisar da captura de várias imagens
sob as mesmas condições. Devido a essa praticidade, foi possível identificar as situações
que geram maior incerteza nas medições. Conhecendo as situações que fazem com que as
medições percam precisão, um usuário pode ser instruído para coletar apenas os melhores
ângulos a uma curta distância ou o sistema pode ser programado para desconsiderar as
medições menos precisas.
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10 CONCLUSÕES E TRABALHOS FUTUROS

A habilidade de estimar as dimensões de objetos de forma ágil e precisa possui muitas
aplicações práticas. Por esse motivo, extrair informações tridimensionais de imagens é
o objetivo de diversos trabalhos no campo da visão computacional. Pensando em uma
maneira de otimizar as operações executadas por empresas que lidam diariamente com o
transporte e armazenamento de mercadorias, o presente trabalho apresentou uma aborda-
gem completamente automática para o cálculo, em tempo real, das dimensões de caixas a
partir de uma única imagem obtida com projeção perspectiva. Neste último capítulo, são
enumerados os principais pontos apresentados ao longo dessa dissertação. Além disso, é
apresentada uma discussão sobre as vantagens e limitações da abordagem proposta. Por
fim, são enumeradas sugestões para trabalhos futuros.

A abordagem proposta para o cálculo das dimensões de caixas a partir de uma única
imagem precisa que dois problemas sejam resolvidos antes que qualquer medição seja
realizada: (i) Identificar na imagem a silhueta da caixa de interesse e os vértices nela
contidos; e (ii) Recuperar a noção de profundidade que foi perdida devido à projeção
perspectiva.

Para a solução do primeiro problema, foi elaborado um algoritmo capaz de identificar
a silhueta da caixa alvo mesmo que esta esteja parcialmente oculta por outros objetos.
Além disso, o algoritmo desenvolvido desconsidera pixels classificados incorretamente
como fundo ou objeto em cena. Essas características proporcionam maior flexibilidade
na utilização do método proposto para o cálculo de volume de caixas.

Uma vez identificados os pixels que fazem parte da silhueta da caixa de interesse, as
linhas suporte das arestas que determinam a silhueta são encontradas pela aplicação de
uma variante da transformada de Hough, também desenvolvida nesse trabalho. Tradici-
onalmente, a transformada de Hough (DUDA; HART, 1972) trata individualmente cada
pixel de borda em uma imagem binária. Na variação desenvolvida, os pixels são trata-
dos em grupos, otimizando tanto o processo de votação quanto o processo de busca pelos
picos no mapa de votos.

Conhecendo as linhas suporte das arestas da caixa, os vértices da silhueta são encon-
trados pela intersecção de pares de linhas adjacentes, resolvendo assim o problema (i)
mencionado anteriormente. A partir das linhas suporte, também são identificados os pon-
tos e linhas de fuga das faces da caixa de interesse. As linhas de fuga são utilizadas no
cálculo do vetor normal de cada uma das faces visíveis, fornecendo a orientação da caixa
em relação à câmera.

Com o objetivo de facilitar o tratamento de caixas com texturas arbitrárias, foi adotado
um fundo de cor conhecida. Assim, foi desenvolvido um método estatístico que modela
a cor de fundo e classifica os pixels da imagem como sendo parte do fundo modelado ou
parte dos objetos em cena. Um aspecto importante do modelo estatístico desenvolvido é



104

que este mostrou ser robusto à variações significativas nas condições de iluminação.
O problema da ambigüidade projetiva, problema (ii), foi solucionado com a projeção

de dois feixes de laser sobre uma das faces visíveis da caixa. Os feixes são paralelos entre
si e separados por uma distância conhecida. As marcações projetadas são identificadas
na imagem como sendo os maiores picos de luminância. Conhecendo a posição das mar-
cações laser na imagem e a orientação da caixa no espaço tridimensional, a posição 3D
de uma das marcações pode ser calculada. A partir do vetor normal da face que recebe
as marcações laser e um ponto sobre ela, a equação do plano que contém essa face e a
posição 3D dos vértices sobre ela são estimados. Visto que todas as faces visíveis da
caixa compartilham alguns vértices com suas faces vizinhas, as equações dos planos que
contém as outras faces da caixa também podem ser obtidas, permitindo a recuperação das
coordenadas 3D de todos os vértices na silhueta da caixa e, conseqüentemente, o cálculo
de suas dimensões.

A eficiência do método foi demonstrada a partir da construção de um protótipo de um
scanner e pelo seu uso no cálculo das dimensões de diversas caixas reais e sintéticas. O
sistema mostrou ser robusto, pois é capaz de processar em tempo real as imagens captu-
radas pela câmera. A qualidade dos resultados foi verificada pela aplicação de análises
estatísticas sobre as medições realizadas com o scanner e por um estudo analítico da in-
fluência dos erros associados aos dados de entrada sobre as dimensões calculadas. As
análises estatísticas revelaram que as medições são precisas e acuradas para caixas bem
construídas, pois nessa situação as medições definiram intervalos de confiança estreitos e
com comprimento médio calculado próximo ao comprimento real das arestas. Para caixas
reais, o erro relativo médio esperado é de 3,81%. Já o estudo analítico ajudou à identifi-
car situações onde os erros propagados geram maior incerteza nas dimensões calculadas.
A propagação dos erros ao longo da cadeia computacional também se mostrou relevante
para fornecer ao usuário intervalos de confiança que dão uma noção da qualidade das
medições feitas a partir de uma imagem específica.

10.1 Discussão

10.1.1 A Influência do Material da Caixa no Processo de Identificação da Silhueta

As caixas reais exibidas no Anexo A são uma boa amostra de caixas encontradas
no dia-a-dia. Algumas delas são foscas (Figura A.2, a-e e i), enquanto que outras são
recobertas por uma película plástica que lhes dá um aspecto lustroso (Figura A.2, f-h).
Além disso, algumas são reforçadas por fita adesiva plástica (Figura A.2, e-f), favorecendo
a ocorrência de pontos com brilho especular, ou possuem parte da textura semelhante à
cor adotada como de cena (Figura A.2, h).

Entretanto, mesmo com essa grande variedade de características, a técnica apresentada
nesse trabalho demonstrou ser capaz de tratar as situações mais adversas. Por exemplo, o
problema encontrado ao se trabalhar com superfícies lustrosas poderia estar nos reflexos
gerados pelas marcações laser sobre o fundo de cor conhecida. Porém, esses reflexos
são tratados pela técnica como sendo “objetos” sobrepostos à silhueta da caixa alvo e,
a menos que eles sobreponham toda uma aresta da caixa, serão descartados na etapa de
identificação da silhueta.

Já a especularidade das fitas adesivas poderia vir a atrapalhar a identificação das mar-
cações laser. Mas esse problema pode ser evitado apontando os lasers para outra parte da
superfície da caixa, até que o brilho especular fique fora da janela de busca (Figura 8.2),
ou reduzindo o tempo de exposição da câmera, fazendo com que o brilho tenha sua inten-
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sidade reduzida e evitando sua identificação como marcação laser.

Por fim, o fator mais preocupante é a ocorrência de caixas com cor idêntica ao fundo
da cena ou caixas espelhadas, que refletiriam esse fundo. Nestes casos, o sistema viria
a falhar na identificação da silhueta da caixa de interesse. Entretanto, a necessidade de
medição de uma caixa espelhada parece bastante remota e, como demonstrado no Capí-
tulo 6, o método de modelagem e identificação do fundo de cor conhecida é robusto até
mesmo à classificação de texturas com tons próximos aos esperados como fundo de cena
(Figura 6.4).

10.1.2 O Uso de Uma Cor Conhecida no Fundo da Cena

A maior limitação do método proposto é, sem dúvida, o uso de uma cor conhecida
no fundo da cena. Entretanto, o fundo de cor conhecida possui a vantagem de facilitar
o tratamento de caixas com texturas arbitrárias. Além disso, essa é uma restrição que
pode ser facilmente implementada em muitas rampas de carga e descarga existentes hoje
em depósitos, aeroportos, armazéns, entre outros. Em muitos desses estabelecimentos, as
mercadorias são transportadas por esteiras antes de serem armazenadas ou alocadas em
veículos. O processo de medição poderia ser feito ao longo desse transporte, uma vez
que o método proposto é capaz de calcular as dimensões de diversas caixas em um curto
espaço de tempo.

10.1.3 Limitações em Relação ao Tamanho das Caixas

Outra limitação da técnica é o tamanho máximo e mínimo suportado para as caixas.
O tamanho máximo está relacionado com o campo de visão da câmera e sua distância em
relação à caixa. Se a caixa for muito grande, o usuário do scanner precisará se afastar
demais para enquadrá-la na imagem e as marcações de laser podem não ser encontradas
pelo sistema. Caso as marcações sejam encontradas, o erro associado a uma medição
como esta tende a ser maior por conta da distância. Já o tamanho mínimo é restringido
pela distância que separa os feixes de laser. Nesse caso, pelo menos uma das dimensões da
caixa precisa ser suficientemente grande para receber as duas marcações em uma mesma
face (15,8 cm no caso do protótipo atual do scanner). De fato, é possível utilizar apenas
uma marcação laser e o eixo óptico da câmera para eliminar a ambigüidade projetiva,
porém o uso de duas marcações introduz restrições adicionais na busca pela silhueta da
caixa na imagem. Outra solução para o problema é aproximar os feixes de laser. Porém
essa é uma alternativa que precisa ser adotada com cautela, pois quanto menor a distância
entre os feixes, maior tende a ser o erro relativo introduzido por esta medida.

10.1.4 O Impacto da Medição de Caixas na Otimização de Tarefas

As idéias expostas nesse trabalho podem ser utilizadas na otimização de diversos pro-
cessos que atualmente se baseiam em medições realizadas manualmente. A velocidade
em que o sistema calcula as dimensões de caixas e a precisão associada a essas medi-
ções pode ser de grande utilidade em sistemas de armazenamento automatizados. Nesses
sistemas, as dimensões computadas podem ser utilizadas como entrada para programas
especializados em alocar de maneira otimizada as mercadorias em um espaço físico limi-
tado.
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10.2 Trabalhos Futuros

Ao longo do desenvolvimento desse trabalho foram identificadas questões que servem
como direção para a extensão ou melhoria das técnicas aqui discutidas.

10.2.1 Uso de Fundo de Cena Arbitrário

Eliminar a restrição do uso de uma cor conhecida como fundo da cena é um grande
desafio, porém também é um passo importante para permitir que a técnica seja aplicada
em um ambiente não controlado. Formas eficientes de identificação de caixas em imagens
com fundos arbitrários estão atualmente sob investigação.

10.2.2 Transformada de Hough Otimizada para a Detecção de Curvas

No Capítulo 7 foi apresentada uma variante da transformada de Hough. Nessa va-
riante, o processo de votação e busca pelos picos de votos é otimizado. Uma possível
extensão para a técnica é explorar essa otimização para a detecção de curvas em imagens
binárias.

10.2.3 Verificação da Qualidade da Imagem

Ao longo do processo de cálculo das dimensões da caixa de interesse são aplicadas
diversas verificações, com o objetivo de eliminar imagens que não atendem às restrições
impostas pela técnica. Por exemplo, imagens de caixas onde as marcações laser não
estão na mesma face ou de caixas com uma das arestas completamente oculta por outros
objetos. Uma melhoria a ser explorada é a identificação e eliminação de imagens onde o
foco está mal ajustado ou imagens com motion blur, pois nessas imagens o erro relativo
das medições tende a ser maior.



107

REFERÊNCIAS

BERG, M. de; KREVELD, M. van; OVERMARS, M.; SCHWARZKOPF, O. Computa-
tional Geometry, Algorithms and Application. 2nd ed. New York, NY, USA: Springer-
Verlag, 2000.

BOUGUET, J.-Y. Visual Methods for Three-Dimensional Modeling. 1999. Tese (Dou-
torado em Ciência da Computação) — California Institute of Technology, Pasadena, Ca-
lifornia.

BOUGUET, J.-Y. Camera Calibration Toolbox for Matlab. 2005. Disponível em:
<http://www.vision.caltech.edu/bouguetj/calib_doc>. Acesso em: out. 2005.

BOUGUET, J.-Y.; PERONA, P. 3D Photography on Your Desk. In: INTERNATIONAL
CONFERENCE ON COMPUTER VISION, ICCV, 6., 1998, Bombay, India. Procee-
dings. . . [S.l.]: IEEE Computer Society, 1998. p.43–52.

BURTON, H. E. The Optics of Euclid. Journal of the Optical Society of America, [S.l.],
v.35, p.357–372, May 1945.

CANNON, J. W.; STOLL, J. A.; SALGO, I. S.; KNOWLESS, H. B.; HOWE, R. D.; DU-
PONT, P. E.; MARX, G. R.; NIDO, P. J. del. Real-Time Three-Dimensional Ultrasound
for Guiding Surgical Tasks. Computer Aided Surgery, [S.l.], v.8, n.2, p.82–90, 2003.

CANNY, J. A Computational Approach to Edge Detection. IEEE Transactions on Pat-
tern Analysis and Machine Intelligence, [S.l.], v.8, n.6, p.679–698, November 1986.

CLARKE, T. A.; FRYER, J. G. The Development of Camera Calibration Methods and
Models. The Photogrammetric Record, [S.l.], v.16, n.91, p.51–66, April 1998.

CLOWES, M. B. On Seeing Things. Artificial Intelligence, Essex, UK, v.2, p.79–116,
1971.

CRESPO, G. J. Computing Box Volumes from Images: an implementation. 2002. Dis-
sertação (Mestrado em Ciência da Computação) — SUNY Stony Brook, New York.

CRIMINISI, A. Accurate Visual Metrology from Single and Multiple Uncalibrated
Images. 1999. Tese (Doutorado em Ciência da Computação) — University of Oxford,
Department of Engineering Science.

CRIMINISI, A.; REID, I.; ZISSERMAN, A. A Plane Measuring Device. In: BRITISH
MACHINE VISION CONFERENCE, BMVC, 1997. Proceedings. . . [S.l.]: British Ma-
chine Vision Association, 1997.



108

CRIMINISI, A.; REID, I.; ZISSERMAN, A. A Plane Measuring Device. Image and
Vision Computing, Essex, UK, v.17, n.8, p.625–634, 1999.

CRIMINISI, A.; REID, I.; ZISSERMAN, A. Single View Metrology. In: IEEE INTER-
NATIONAL CONFERENCE ON COMPUTER VISION, ICCV, 7., 1999, Kerkyra, Gre-
ece. Proceedings. . . [S.l.]: IEEE Computer Society, 1999. v.1, p.434–441.

CRIMINISI, A.; REID, I.; ZISSERMAN, A. Single View Metrology. International
Journal of Computer Vision, IJCV, [S.l.], v.40, n.2, p.123–148, November 2000.

CRIMINISI, A.; ZISSERMAN, A.; VAN GOOL, L.; BRAMBLE, S.; COMPTON, D.
A New Approach to Obtain Height Measurements from Video. In: SPIE, 1998, Bos-
ton, Massachussets. Proceedings. . . [S.l.]: International Society for Optical Engineering,
1998. v.3576, p.227–238.

CURLESS, B. L. New Methods for Surface Reconstruction From Range Images.
1997. Tese (Doutorado em Ciência da Computação) — Stanford University.

DRAGONFLY IEEE-1394 Digital Camera System. 2.0.1.10 ed. Vancouver, BC, Canada:
Point Grey Research Inc., 2002.

DRAPER, N. R.; SMITH, H. Applied Regression Analysis. New York: John Wiley &
Sons, 1966.

DUDA, R. O.; HART, P. E. Use of the Hough transformation to detect lines and curves
in pictures. Communications of the ACM, New York, NY, USA, v.15, n.1, p.11–15,
January 1972.

FAUGERAS, O. D.; LUONG, Q.-T.; MAYBANK, S. J. Camera Self-Calibration: theory
and experiments. In: EUROPEAN CONFERENCE ON COMPUTER VISION, 1992,
Copenhagen, Denmark. Proceedings. . . [S.l.]: Springer-Verlag, 1992. p.321–334.

FIGUEROA, F.; MAHAJAN, A. A Robust Method to Determine the Coordinates of a
Wave Source for 3-D Position Sensing. ASME Journal of Dynamic Systems, Measure-
ments and Control, New York, NY, USA, v.116, p.505–511, September 1994.

FUCHS, H.; KEDEM, Z. M.; NAYLOR, B. F. On visible surface generation by a pri-
ori tree structures. In: ANNUAL CONFERENCE ON COMPUTER GRAPHICS AND
INTERACTIVE TECHNIQUES, SIGGRAPH, 7., 1980, New Orleans, Louisiana. Proce-
edings. . . New York: ACM Press, 1980. p.124–133.

GAUCH, J. KUIM, Image Processing System. 2003. Disponível em:
<http://www.ittc.ku.edu/˜jgauch/research>. Acesso em: mai. 2003.

HARTLEY, R. I.; ZISSERMAN, A. Multiple View Geometry in Computer Vision.
Cambridge, UK: Cambridge University Press, 2000.

HAYMAN, E.; EKLUNDH, J.-O. Statistical Background Subtraction for a Mobile Obser-
ver. In: INTERNATIONAL CONFERENCE ON COMPUTER VISION, ICCV, 9., 2003,
Nice, France. Proceedings. . . [S.l.]: IEEE Computer Society, 2003. p.67–74.



109

HORPRASERT, T.; HARWOOD, D.; DAVIS, L. S. A Statistical Approach for Real-time
Robust Background Subtraction and Shadow Detection. In: INTERNATIONAL CONFE-
RENCE ON COMPUTER VISION, ICCV, 7., 1999, Kerkyra, Greece. Proceedings. . .
[S.l.]: IEEE Computer Society, 1999.

HOUGH, P. V. C. Methods and Means for Recognizing Complex Patterns. 1962. U.S.
Patent 3.069.654.

HUFFMAN, D. A. Impossible Objects as Nonsense Sentences. In: Machine Intelligence.
Edinburg: Edinburg University Press, 1971. v.6, p.295–324.

LEVOY, M.; PULLI, K.; CURLESS, B.; RUSINKIEWICZ, S.; KOLLER, D.; PEREIRA,
L.; GINZTON, M.; ANDERSON, S.; DAVIS, J.; GINSBERG, J.; SHADE, J.; FULK, D.
The Digital Michelangelo Project: 3D scanning of large statues. In: ANNUAL CON-
FERENCE ON COMPUTER GRAPHICS AND INTERACTIVE TECHNIQUES, SIG-
GRAPH, 27., 2000, New Orleans, Louisiana. Proceedings. . . New York: ACM Press,
2000. p.131–144.

LI, H.; STRAUB, R.; PRAUTZSCH, H. Fast Subpixel Accurate Reconstruction Using
Color Structured Ligth. In: IASTED INTERNATIONAL CONFERENCE ON VISUA-
LIZATION, IMAGING AND IMAGE PROCESSING, 4., 2004, Marbella, Spain. Proce-
edings. . . [S.l.]: IASTED, 2004. p.396–401.

LIEBOWITZ, D. Camera Calibration and Reconstruction of Geometry from Images.
2001. Tese (Doutorado em Ciência da Computação) — University of Oxford, Department
of Engineering Science.

LONGUET-HIGGINS, H. C. A Computer Algorithm for Reconstructing a Scene from
Two Projections. Nature, England, v.293, p.133–135, September 1981.

LOWE, D. G. Three-Dimensional Object Recognition From Single Two-Dimensional
Images. Artificial Intelligence, Essex, UK, v.31, p.355–395, March 1987.

LU, K. Box Dimension Finding From a Single Gray-Scale Image. 2000. Dissertação
(Mestrado em Ciência da Computação) — SUNY Stony Brook, New York.

NAYAR, S. K.; WATANABE, M.; NOGUCHI, M. Real-Time Focus Range Sensor. In:
INTERNATIONAL CONFERENCE ON COMPUTER VISION, ICCV, 1995, Boston,
MA, USA. Proceedings. . . [S.l.]: IEEE Computer Society, 1995. p.995–1001.

NEIDER, J.; DAVIS, T.; WOO, M. OpenGL programming guide: the official guide to
learning OpenGL, version 1.1. 2nd ed. New York, NY, USA: Addison-Wesley, 1997.

NYLAND, L.; MCALLISTER, D.; POPESCU, V.; MCCUE, C.; LASTRA, A.; RADE-
MACHER, P.; OLIVEIRA, M.; BISHOP, G.; MEENAKSHISUNDARAM, G.; CUTTS,
M.; FUCHS, H. The Impact of Dense Range Data on Computer Graphics. In: MULTI-
VIEW MODELING AND ANALYSIS WORKSHOP, MVIEW, 1999, Fort Collins, CO.
Proceedings. . . [S.l.]: IEEE Computer Society, 1999. p.3–10.

OLIVEIRA, M. M. Computing Box Volumes from Single Images. New York, NY,
USA: SUNY Stony Brook, 2001. (TR01.10.31).



110

PRESS, W. H.; TEUKOLSKY, S. A.; VETTERLING, W. T.; FLANNERY, B. P. Nu-
merical Recipes in C++: the art of scientific computation. 2nd ed. Cambridge, UK:
Cambridge University Press, 2002.

PROESMANS, M.; VAN GOOL, L. Reading Between the Lines - A Method for Ex-
tracting Dynamic 3D with Texture. In: ACM SYMPOSIUM ON VIRTUAL REALITY
SOFTWARE AND TECHNOLOGY TABLE OF CONTENTS, ACM VRST, 1997, Lau-
sanne, Switzerland. Proceedings. . . New York: ACM Press, 1997. p.95–102.

SANZ, J. L. C. Advances in Machine Vision. [S.l.]: Springer-Verlag, 1989.

SHAPIRO, L. G.; STOCKMAN, G. C. Computer Vision. [S.l.]: Prentice Hall, 2001.

SMITH, A. R.; BLINN, J. F. Blue Screen Matting. In: INTERNATIONAL CONFE-
RENCE ON COMPUTER GRAPHICS AND INTERACTIVE TECHNIQUES, SIG-
GRAPH, 23., 1996, New Orleans, Louisiana. Proceedings. . . New York: ACM Press,
1996. p.259–268.

STRAT, A.; OLIVEIRA, M. M. A Point-and-Shoot Color 3D Camera. In: INTERNA-
TIONAL CONFERENCE ON 3-D DIGITAL IMAGING AND MODELING, 3DIM, 4.,
2003, Banff, Canada. Proceedings. . . [S.l.]: IEEE Computer Society, 2003. v.2, p.483–
492.

TSAI, R. Y. A Versatile Camera Calibration Technique for High-Accuracy 3D Machine
Vision Metrology Using Off-the-Shelf TV Cameras and Lenses. IEEE Journal of Robo-
tics and Automation, [S.l.], v.RA-3, n.4, p.323–344, 1987.

VLAHOS, P. Composite Color Photography. 1964. U.S. Patent 3.158.477.

VUOLO, J. H. Fundamentos da Teoria de Erros. São Paulo, Brasil: E. Blücher, 1992.

WALTZ, D. L. Generating Semantic Descriptions From Drawings of Scenes With
Shadows. Cambridge, MA, USA: Massachusetts Institute of Technology, 1972. (MAC-
TR-271).

WEISSTEIN, E. W. Line-Plane Intersection. MathWorld - A Wolfram Web Resource.
2005. Disponível em: <http://mathworld.wolfram.com/Line-PlaneIntersection.html>.
Acesso em: set. 2005.

WEISSTEIN, E. W. Bivariate Normal Distribution. MathWorld - A Wolfram Web Re-
source. 2005. Disponível em: <http://mathworld.wolfram.com/BivariateNormalDistribu-
tion.html>. Acesso em: set. 2005.

XIONG, Y.; SHAFER, S. A. Depth from Focusing and Defocusing. Pittsburg, PA, USA:
Robotics Institute, Carnegie Mellon University, 1993. (CMU-RI-TR-93-07).



111

ANEXO A CAIXAS UTILIZADAS NOS TESTES

Nesse anexo são exibidas imagens das caixas utilizadas nos experimentos apresenta-
dos ao longo do trabalho. Junto a cada imagem são informadas as dimensões da caixa
em centímetros, medidas manualmente com uma régua. Nesse trabalho as caixas são
modeladas como paralelepípedos. Entretanto, caixas convencionais costumam apresen-
tara imperfeições em sua construção, que fazem com que sua geometria seja ligeiramente
diferente da de um paralelepípedo. Devido a variações no comprimento de arestas ideal-
mente iguais, as medidas reais atribuídas às dimensões de uma caixa são calculadas como
o comprimento médio das quatro arestas que compartilham a mesma orientação.

Na Figura A.1, as imagens mostram caixas sintéticas geradas com técnicas de com-
putação gráfica. Essas caixas são paralelepípedos perfeitos, fornecendo um ambiente
controlado para a validação do método de cálculo proposto nessa dissertação.

(a) (b) (c)
29,50×23,00×15,00 30,20×20,60×20,00 25,00×25,00×25,00

(d) (e) (f)
35,00×31,50×28,30 38,40×25,50×13,50 32,80×21,50×19,10

Figura A.1: Coleção de caixas sintéticas utilizadas nos experimentos. Essas caixas foram
geradas com técnicas de computação gráfica, fornecendo um ambiente controlado para a
validação do método.
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(a) (b) (c)
29,45×22,56×15,61 35,54×32,06×26,83 28,55×24,09×16,81

(d) (e) (f)
35,99×25,19×13,84 30,26×29,24×23,30 48,20×45,69×28,36

(g) (h) (i)
27,99×23,41×16,44 24,00×19,84×13,40 25,00×25,00×25,00

Figura A.2: Coleção de caixas reais utilizadas nos experimentos. As imagens (a-h) mos-
tram caixas feitas de papelão e a imagem (i) mostra uma caixa de madeira construída
especialmente para o presente trabalho.

Na Figura A.2, as imagens (a-h) mostram caixas convencionais feitas de papelão e
que possuem imperfeições em sua construção. A imagem (i) mostra uma caixa real cons-
truída em madeira e feita sob medida para o presente trabalho. Essa caixa não possui as
imperfeições encontradas nas caixas de papelão, sendo assim utilizada como referência
para validação da técnica de medição proposta.
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ANEXO B IDENTIFICAÇÃO DO NÚMERO DE FACES

Nas derivações apresentadas no Capítulo 5 é assumido que três faces da caixa alvo são
visíveis simultaneamente na imagem. Entretanto, a abordagem proposta nesse trabalho
para o cálculo das dimensões de caixas também é válida para o caso em que apenas duas
de suas faces são visíveis. Nesse anexo, é discutida a identificação do caso especial onde
apenas duas faces são visíveis e as diferenças no processo de cálculo das dimensões da
caixa.

Considerando uma caixa com geometria equivalente à de um paralelepípedo e com
projeção que não ultrapassa os limites da imagem, apenas duas das faces dessa caixa são
visíveis caso a projeção de arestas que compartilham a mesma orientação no espaço 3D
resulte em linhas paralelas entre si no plano de imagem. Isso acontece quando as extremi-
dades das arestas em uma determinada dimensão são equidistantes ao centro de projeção
da câmera. Logo, para identificar se apenas duas faces são visíveis, basta verificar se ape-
nas uma das linha suporte ek é paralela à linha suporte ek+3, onde 0 ≤ k ≤ 2. As linhas
suporte das arestas da caixa que determinam a silhueta são obtidas conforme o método
descrito no Capítulo 4.

No caso em que duas faces da caixa são visíveis, a relação entre as linhas suporte e
os pontos e linhas de fuga é diferente da exibida nas Equações 5.1 e 5.2 e na Figura 5.1.
Neste caso, as Equações B.1 e B.2 e a Figura B.1 ilustram a relação entre os pontos de
fuga ωi, as linhas de fuga λi e as linhas suporte e j das arestas que determinam a silhueta
de um paralelepípedo com duas faces visíveis. Uma vez tratada essa diferença, o restante
do cálculo procede conforme descrito no Capítulo 5.

ωi = ei+1× e5−i (B.1)

λi =

 aλi

bλi

cλi

=

 ae′0
be′0

−
(

ae′0
xωi +be′0

yωi

)
/wωi

 (B.2)

onde 0 ≤ i ≤ 1, 0 ≤ j ≤ 5, e′0 = v2× v5 é a linha suporte da aresta interna à silhueta
da caixa e ωi e v j são representados por coordenadas homogêneas. Nas relações dadas
acima, as linhas suporte são ordenadas em sentido horário de tal modo que e0 e e3 sejam
as linhas suporte paralelas entre si.

Infelizmente, a abordagem utilizada na identificação do caso em que apenas duas faces
da caixa são visíveis tende a falhar em caixas reais onde a geometria difere muito de um
paralelepípedo por conta de imperfeições em sua construção. No software implementado,
o tratamento de duas faces é opcional, sendo habilitado pelo usuário apenas em casos
onde a geometria da caixa é bem comportada. O caso em que apenas uma das faces da
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Figura B.1: Na imagem, ei, vi, e′0 e fi são, respectivamente: as linhas suporte das arestas
na silhueta, os vértices na silhueta, a linha suporte da aresta interna e as faces da caixa.
Linhas paralelas em 3D se interseccionam no ponto de fuga ωi. A linha de fuga λi de
cada face passa pelo respectivo ponto de fuga e é paralela à e′0. No detalhe, a foto da caixa
ilustra uma situação real onde apenas duas das faces são visíveis simultaneamente.

caixa é visível não é tratado nesse trabalho, visto que nesse caso especial não é possível
calcular o comprimento da dimensão não visível da caixa.



115

ANEXO C RETIFICAÇÃO DAS IMAGENS

Quando uma câmera pinhole é considerada, o conhecimento dos parâmetros intrínse-
cos da câmera é suficiente para o cálculo das coordenadas da projeção de um ponto no
espaço 3D em uma imagem (Capítulo 2, Seção 2.2). No entanto, câmeras reais utilizam
lentes que acabam introduzindo distorções na imagem, as quais precisam ser removidas
para que o modelo pinhole continue válido. Nesse anexo é apresentado o método empre-
gado na remoção das distorções radial e tangencial das imagens.

Considerando as distorções introduzidas pela lente, o equacionamento para o cálculo
da projeção de um ponto P = (XP,YP,ZP)T no espaço 3D em um ponto pd no espaço da
imagem é dado pela Equação 2.6 (reproduzida na Equação C.1),

p′ =

 xp′

yp′

zp′

=

 XP/ZP
YP/ZP

1


p′d =

(
xp′d
yp′d

)
= dr

(
xp′

yp′

)
+dt (C.1)

pd =

 xpd

ypd

1

= RK

 xp′d
yp′d
1


com

dr = 1+κ1 r2 +κ2 r4 +κ5 r6

dt =

 2 κ3 xp′ yp′+κ4

(
r2 +2 x2

p′

)
κ3

(
r2 +2 y2

p′

)
+2 κ4 xp′ yp′


r2 = x2

p′+ y2
p′

onde p′ é o ponto P projetado no plano de imagem (Equação 2.1), p′d é a posição do
ponto projetado levando em conta a distorção radial dr e a distorção tangencial dt , κ j são
os coeficientes que modelam as distorções introduzidas pela lente como 1 ≤ j ≤ 5, pd é
a posição do ponto no espaço da imagem (Equação 2.3), K é a matriz com os parâmetros
intrínsecos da câmera (Equação 2.2) e R é a matriz de reflexão usada para fazer com que
o eixo y do sistema de coordenadas da imagem cresça para baixo (Equação 2.4).

Dada uma imagem distorcida, adquirida utilizando uma câmera calibrada, o que co-
nhecemos é a posições pd de cada ponto, os coeficientes κ j e as matrizes R e K. Para
remover as distorções da imagem é preciso reprojetar os pontos pd para o plano de ima-
gem com distorção (calcular p′d a partir de pd), compensar a distorção (calcular p′ a partir
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de p′d , utilizando um método iterativo) e a aplicar a Equação 2.3 para calcular a posição
correta de cada ponto na imagem (calcular p a partir de p′). A operação completa de
remoção das distorções é descrita pelo Algoritmo 5.

Algoritmo 5 Remoção das distorções em imagens.
Requer: I {Imagem com distorções radial e tangencial}
Requer: K e R {Matriz com os parâmetros intrínsecos da câmera e matriz de reflexão}
Requer: κ j {Coeficientes que modelam as distorções}

1: para todo pixel pid na imagem I faça
2: {Reprojetar o pixel no plano de imagem}
3: p′id ← RK−1 pid
4:
5: {Compensar as distorções}
6: p′i← p′id {Atribuir um palpite inicial para o ponto sem distorções}
7: para uma quantidade m de iterações faça
8: r2← x2

p′i
+ y2

p′i

9: dt ←

 2 κ3 xp′i
yp′i

+κ4

(
r2 +2 x2

p′i

)
κ3

(
r2 +2 y2

p′i

)
+2 κ4 xp′i

yp′i


10: dr← 1+κ1 r2 +κ2 r4 +κ5 r6

11: p′i←

 1/dr

((
xp′id
yp′id

)
−dt

)
1


12: fim para
13:
14: {Calcular a posição correta do pixel pid na imagem}
15: pi← RK p′i
16: fim para

Em uma fase de calibração do sistema, foram utilizadas m = 20 iterações para com-
pensar as distorções nas imagem. Os resultados das coordenadas obtidas após a remoção
das distorções (este processo é chamado de retificação) foram armazenados em uma ta-
bela (lookup table). Dessa forma, para cada imagem capturada pela câmera, as distorções
associadas a cada pixel são compensadas simplesmente consultando a tabela. Esta estra-
tégia foi utilizada para garantir o desempenho do sistema.
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ANEXO D PROPAGAÇÃO DE ERROS

No Capítulo 9 (Seção 9.3) os erros associados às variáveis de entrada do processo são
propagados ao longo da cadeia computacional. O estudo da propagação permite que sejam
estimados intervalos de confiança que definem o erro esperado em cada uma das medições
realizadas pelo sistema. Tal propagação é expressa pela Equação 9.8 e reproduzida na
Equação D.1,

σ
2
lk = Λlk = ∇lk Λϑ ∇lT

k (D.1)

onde σ2
lk

é a variância do comprimento da k−ésima aresta visível da caixa de interesse,
Λϑ (Equação 9.9) é a matriz de variâncias e covariâncias 25× 25 que correlaciona as
variáveis de entrada e ∇lk (Equação 9.10) é a matriz Jacobiana da função que calcula o
comprimento da aresta de índice k com base nas 25 variáveis de entrada do conjunto ϑ :

ϑ = { ρ0, θ0, ρ1, θ1, ρ2, θ2, ρ3, θ3, ρ4, θ4, ρ5, θ5, (D.2)
xp0, yp0, xp1, yp1, dlb, αx, αy, s, ox, oy, XL, YL, ZL }

Entretanto, escrever a equação que calcula o comprimento das arestas da caixa em
função das variáveis de entrada (i.e., aplicando retro-substituição nas equações do Ca-
pítulo 5) e calcular sua matriz Jacobiana diretamente dessa equação é inviável por dois
motivos: (i) a equação final ficaria muito extensa, com centenas de termos, e (ii) as va-
riáveis intermediárias podem ser combinadas de forma diferente, dependendo da face que
recebe as marcações laser ou do número de faces visíveis, por exemplo. A solução encon-
trada para este problema consistiu em resolver as derivadas parciais contidas na matriz
∇lk utilizando a regra da cadeia.

Nesse anexo a derivação da função que calcula lk é apresentada passo-a-passo, se-
guindo o fluxo computacional exibido na Figura 9.3.

Conversão da equação normal da reta para a equação geral da reta

De acordo com a Figura 9.3, a primeira etapa do processamento consiste em obter
a equação normal das linhas suporte hi, identificadas pela transformada de Hough, e
representá-las por meio dos coeficientes da equação geral da reta:

ei =

 aei

bei

cei

=

 cosθi
sinθi
−ρi

 (D.3)



118

onde 0 ≤ i ≤ 5. Como essa operação é apenas uma troca na representação da reta, as
únicas derivadas parciais que precisam ser calculadas são

∂aei
∂θi

,
∂bei
∂θi

e
∂cei
∂ρi

, onde:

∂aei

∂θi
=−sin(θi) ,

∂bei

∂θi
= cos(θi) ,

∂cei

∂ρi
=−1 (D.4)

As derivadas parciais dos coeficientes de ei que envolvem outras variáveis do conjunto ϑ

são obrigatoriamente iguais a zero. Um detalhe importante a respeito da implementação
é que as linguagens de programação costuma trabalhar com ângulos em radianos e não
em graus. Por esse motivo, é importante que a conversão de graus para radianos seja feita
durante o cálculo dos coeficientes aei e bei , e então propagada para o cálculo de

∂aei
∂θi

e
∂bei
∂θi

.

Ponto de interseção entre duas retas

Pela intersecção de pares de linhas suporte são encontradas os pontos de fuga (Equa-
ção 5.1 e Equação B.1) e as projeções dos vértices que coincidem com a silhueta da caixa.
Utilizando o produto vetorial da representação das retas, esses pontos são estimados em
coordenadas homogêneas (HARTLEY; ZISSERMAN, 2000), que após a divisão pela co-
ordenada w passam a ser calculados por:

r =
(

xr
yr

)
=

1
wr̂

(
xr̂
yr̂

)
=

1
aubs−asbu

(
bucs−bscu
ascu−aucs

)
(D.5)

onde r é o ponto de intersecção e u e s são as linhas suporte. No caso dos vértices vi da
caixa, u = ei e s = e(i+5)mod6 para 0 ≤ i ≤ 5. Quando três faces da caixa são visíveis,
os pontos de fuga ω j são estimados por u = e j e s = e j+3, para 0 ≤ j ≤ 2. Já no caso
onde apenas duas faces da caixa são visíveis, ωk é dado pela intersecção entre u = ek+1 e
s = e5−k, para 0≤ k ≤ 1.

As derivadas parciais das coordenadas do ponto r são calculadas com respeito ao
conjunto de parâmetros de entrada (Equação D.2), conforme as Equações D.6 e D.7, onde
as derivadas dos coeficientes das linhas suporte são dadas pela Equação D.4.

∂xr

∂ϑ
=

1
w2

r̂

(
xr̂bu

∂as

∂ϑ
+wr̂bu

∂cs

∂ϑ
− xr̂bs

∂au

∂ϑ
−wr̂bs

∂cu

∂ϑ

)
(D.6)

∂yr

∂ϑ
=

1
w2

r̂

(
xr̂as

∂au

∂ϑ
+wr̂as

∂cu

∂ϑ
− xr̂au

∂as

∂ϑ
−wr̂au

∂cs

∂ϑ

)
(D.7)

Reta que passa por dois pontos

A reta definida por pares de pontos de fuga é chamada linha de fuga (Equação 5.2).
Pares de pontos também são utilizados para definir as linhas suporte das arestas internas
à silhueta da caixa. Em ambos os casos o cálculo dos coeficientes da reta é dado pela
seguinte equação:

r =

 ar
br
cr

=

 yu− ys
xs− xu

xuys− xsyu

 (D.8)

onde r é a reta resultante e u e s são pontos sobre a reta. No cálculo da linha de fuga λ j,
u = ω j e s = ω( j+1)mod3 para 0 ≤ j ≤ 2. No caso onde três faces da caixa são visíveis,
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os pontos de entrada para o cálculo das linhas suporte e′j são u = ω j e s = vk, onde k é
o índice do vértice mais próximo a ω j. De acordo com o Anexo B, quando apenas duas
faces da caixa são visíveis os pontos que definem a linha suporte e′0 são u = v2 e s = v5.

As derivadas parciais dos coeficientes da reta r são dadas por:

∂ar

∂ϑ
=

∂yu

∂ϑ
− ∂ys

∂ϑ
(D.9)

∂br

∂ϑ
=

∂xs

∂ϑ
− ∂xu

∂ϑ
(D.10)

∂cr

∂ϑ
= ys

∂xu

∂ϑ
+ xu

∂ys

∂ϑ
− yu

∂xs

∂ϑ
− xs

∂yu

∂ϑ
(D.11)

Caso particular da definição das linhas de fuga

Quando apenas duas faces da caixa são visíveis, as linhas de fuga podem ser definidas
de maneira alternativa por um dos pontos de fuga e pela linha suporte da aresta interna à
silhueta da caixa. Essa relação é mostrada na Equação B.2 e reescrita na Equação D.12
sem o uso de coordenadas homogêneas em ωk.

λk =

 aλk
bλk
cλk

=

 ae′0
be′0

−
(

ae′0
xωk +be′0

yωk

)
 (D.12)

Desse modo, as derivadas parciais dos coeficientes da linha de fuga na Equação D.12
são calculadas por:

∂aλk

∂ϑ
=

∂ae′0
∂ϑ

(D.13)

∂bλk

∂ϑ
=

∂be′0
∂ϑ

(D.14)

∂cλk

∂ϑ
= −

(
xωk

∂ae′0
∂ϑ

+ yωk

∂be′0
∂ϑ

+ae′0

∂xωk

∂ϑ
+be′0

∂yωk

∂ϑ

)
(D.15)

onde 0≤ k ≤ 1.

Ajuste de mínimos-quadrados

Como mostra a Figura 9.3, o único elemento no espaço da imagem que ainda não
foi definido nesse anexo é o vértice interno m0. O vértice interno está presente quando
três faces da caixa são visíveis e sua posição é dada pela intersecção das linhas definidas
por um ponto de fuga e pelo vértice na silhueta que está entre as duas arestas da caixa
utilizadas no cálculo do ponto de fuga em questão. As coordenadas de m0 são obtidas
usando ajuste de mínimos-quadrados (PRESS et al., 2002), pois é pouco provável que as
três linhas interseccionem exatamente no mesmo ponto:

m0 =
(

xm0

ym0

)
=

1
ŵm0

(
x̂m0

ŷm0

)
=

1
SaaSbb−S2

ab

(
SabSbc−SbbSac
SabSac−SaaSbc

)
(D.16)

onde
Saa = ∑

2
i=0 a2

e′i
, Sbb = ∑

2
i=0 b2

e′i
, Sab = ∑

2
i=0

(
ae′i

be′i

)
,

Sac = ∑
2
i=0

(
ae′i

ce′i

)
, Sbc = ∑

2
i=0

(
be′i

ce′i

) (D.17)
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Para calcular a derivada parcial das coordenadas de m0, primeiro é preciso calcular as
derivadas parciais de Saa, Sbb, Sab, Sac e Sbc:

∂Saa
∂ϑ

= 2∑
2
i=0

(
ae′i

∂ae′i
∂ϑ

)
, ∂Sbb

∂ϑ
= 2∑

2
i=0

(
be′i

∂be′i
∂ϑ

)
, ∂Sab

∂ϑ
= ∑

2
i=0

(
ae′i

∂be′i
∂ϑ

+be′i

∂ae′i
∂ϑ

)
,

∂Sac
∂ϑ

= ∑
2
i=0

(
ae′i

∂ce′i
∂ϑ

+ ce′i

∂ae′i
∂ϑ

)
, ∂Sbc

∂ϑ
= ∑

2
i=0

(
be′i

∂ce′i
∂ϑ

+ ce′i

∂be′i
∂ϑ

)
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Finalmente,
∂xm0
∂ϑ

e
∂ym0
∂ϑ

são calculados substituindo a Equação D.18 nas Equações D.19
e D.20.

∂xm0

∂ϑ
=

ŵm0X̂− x̂m0Ŵ
ŵ2

m0

(D.19)

∂ym0

∂ϑ
=

ŵm0Ŷ − ŷm0Ŵ
ŵ2

m0

(D.20)

onde

X̂ = Sab
∂Sbc

∂ϑ
+Sbc

∂Sab

∂ϑ
−Sbb

∂Sac

∂ϑ
−Sac

∂Sbb

∂ϑ

Ŷ = Sab
∂Sac

∂ϑ
+Sac

∂Sab

∂ϑ
−Saa

∂Sbc

∂ϑ
−Sbc

∂Saa

∂ϑ

Ŵ = Saa
∂Sbb

∂ϑ
+Sbb

∂Saa

∂ϑ
−2Sab

∂Sab

∂ϑ

Até o momento, todos os pontos e linhas calculadas estão no espaço da imagem e o
erro em suas coordenadas têm origem nas linhas suporte identificadas pela transformada
de Hough. A partir de agora os elementos serão definidos no espaço tridimensional e o
erro sobre eles terá a influência da imprecisão nos parâmetros intrínsecos da câmera, na
posição das marcações laser e na distância e orientação dos feixes de laser.

Vetor normal a partir das linhas de fuga

O vetor normal a cada uma das faces da caixa é calculado a partir da linha de fuga
do plano que contém a face (Equação D.8) e dos parâmetros intrínsecos da câmera, como
mostra a Equação 5.3 resolvida em D.21:

NΠ j =

 AΠ j

BΠ j

CΠ j

=
1√

A2
t +B2

t +C2
t

 At
Bt
Ct

 (D.21)

onde

t =

 At
Bt
Ct

=

 αxaλ j

−saλ j −αybλ j

oxaλ j +oybλ j + cλ j

 (D.22)

para 0≤ j ≤ 2.
O vetor t (Equação D.22) é o vetor normal da face antes de ser normalizado. As

derivadas parciais dos componentes de t são dadas por:

∂At

∂ϑ
= αx

∂aλ j

∂ϑ
+aλ j

∂αx

∂ϑ
(D.23)



121

∂Bt

∂ϑ
= −s

∂aλ j

∂ϑ
−aλ j

∂ s
∂ϑ
−αy

∂bλ j

∂ϑ
−bλ j

∂αy

∂ϑ
(D.24)

∂Ct

∂ϑ
= ox

∂aλ j

∂ϑ
+aλ j

∂ox

∂ϑ
+oy

∂bλ j

∂ϑ
+bλ j

∂oy

∂ϑ
+

∂cλ j

∂ϑ
(D.25)

e as derivadas parciais das componentes de NΠ j são dados por:

∂AΠ j

∂ϑ
=

(
B2

t +C2
t
)

∂At
∂ϑ
−
(

Bt
∂Bt
∂ϑ

+Ct
∂Ct
∂ϑ

)
At√(

A2
t +B2

t +C2
t
)3

(D.26)

∂BΠ j

∂ϑ
=

(
A2

t +C2
t
)

∂Bt
∂ϑ
−
(

At
∂At
∂ϑ

+Ct
∂Ct
∂ϑ

)
Bt√(

A2
t +B2

t +C2
t
)3

(D.27)

∂CΠ j

∂ϑ
=

(
A2

t +B2
t
)

∂Ct
∂ϑ
−
(

At
∂At
∂ϑ

+Bt
∂Bt
∂ϑ

)
Ct√(

A2
t +B2

t +C2
t
)3

(D.28)

Agora que a orientação das faces da caixa é conhecida, encontrar o coeficiente DΠ j

da equação dos planos que contém as faces equivale a resolver o problema ambigüidade
projetiva. O Capítulo 5 (Seção 5.1) mostra que a ambigüidade é eliminada pela projeção
de dois feixes de laser paralelos, afastado por uma distância conhecida, sobre uma das
faces da caixa. Após identificadas na imagem, as marcações laser são re-projetadas no
espaço 3D sobre o plano Z = 1. Utilizando os pontos re-projetados, a normal da face que
contém as marcações, a distância que separa os feixes e sua orientação, a distância entre
as marcações sobre a face da caixa é calculada. Com isso, as coordenadas 3D de uma das
marcações laser é estimada e DΠ j de um dos planos é calculado.

Re-projeção de pontos no espaço da imagem para o plano onde Z = 1

A re-projeção das marcações laser pk sobre a imagem para o plano Z = 1 é feita pela
Equação 5.6 e resolvida aqui na Equação D.29:

p′k =

 xp′k
yp′k
zp′k

=

 (s(oy− ypk)+αy (xpk−ox))/(αxαy)
(oy− ypk)/αy

1

 (D.29)

onde 0 ≤ k ≤ 1. Ao serem re-projetados no plano Z = 1, os pontos recebem a influência
dos erros no ajuste dos parâmetros intrínsecos da câmera. Essa influência é expressa pelas
seguintes derivadas parciais:

∂xp′k
∂ϑ

=

(
∂oy
∂ϑ
− ∂ypk

∂ϑ

)
s+(oy− ypk)

∂ s
∂ϑ

+
(

∂xpk
∂ϑ
− ∂ox

∂ϑ

)
αy

αxαy

+
((ypk−oy)s+(ox− xpk)αy)αy

∂αx
∂ϑ

+(ypk−oy)sαx
∂αy
∂ϑ

α2
x α2

y
(D.30)

∂yp′k
∂ϑ

=

(
∂oy
∂ϑ
− ∂ypk

∂ϑ

)
αy +(ypk−oy)

∂αy
∂ϑ

α2
y

(D.31)

∂ zp′k
∂ϑ

= 0 (D.32)
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Distância entre as marcações laser

Seja dld a distância entre as marcações laser projetadas sobre uma das faces da caixa.
dld é calculada a partir do vetor normal à face que contém as marcações (NΠ na Equa-
ção D.21), da distância conhecida entre os feixes de laser (dlb), da orientação dos feixes
(L) e das duas marcações em Z = 1 (Equação D.29). Essa relação é demonstrada pela
Equação 5.11, onde NL é a projeção de NΠ sobre o plano definido pelos feixes de laser
(Equação 5.18). Aqui, dld e NL são resolvidos nas Equações D.33 e D.34, respectiva-
mente.

dld = −
dlb

√
A2

ΠL
+B2

ΠL
+C2

ΠL

CΠL

(D.33)

NL =

 AΠL

BΠL

CΠL

=

 AΠ +mXW
BΠ +mYW
CΠ +mZW

 (D.34)

onde

W =

 XW
YW
ZW

=


YL− yp′1

ZL + k
(

yp′0
ZL−YL

)
xp′1

ZL−XL + k
(

XL− xp′0
ZL

)
yp′1

XL− xp′1
YL + k

(
xp′0

YL− yp′0
XL

)
 (D.35)

m = −XW AΠ +YW BΠ +ZWCΠ

X2
W +Y 2

W +Z2
W

(D.36)

k =
k1

k2
=

xp′1
AΠ + yp′1

BΠ +CΠ

xp′0
AΠ + yp′0

BΠ +CΠ

(D.37)

A derivada parcial de dld (Equação D.33) é dada pela Equação D.38:

∂dld

∂ϑ
=

(
AΠL

∂AΠL
∂ϑ

+BΠL

∂BΠL
∂ϑ

)
CΠL−

(
A2

ΠL
+B2

ΠL

)
∂CΠL
∂ϑ

C2
ΠL

√
A2

ΠL
+B2

ΠL
+C2

ΠL

dlb

+
A2

ΠL
+B2

ΠL
+C2

ΠL

CΠL

√
A2

ΠL
+B2

ΠL
+C2

ΠL

∂dlb

∂ϑ
(D.38)

e as derivadas dos coeficientes de NL (Equação D.34) são iguais a

∂AΠL

∂ϑ
=

∂AΠ

∂ϑ
+m

∂XW

∂ϑ
+XW

∂m
∂ϑ

(D.39)

∂BΠL

∂ϑ
=

∂BΠ

∂ϑ
+m

∂YW

∂ϑ
+YW

∂m
∂ϑ

(D.40)

∂CΠL

∂ϑ
=

∂CΠ

∂ϑ
+m

∂ZW

∂ϑ
+ZW

∂m
∂ϑ

(D.41)

onde ∂XW
∂ϑ

, ∂YW
∂ϑ

e ∂ZW
∂ϑ

são calculados conforme as seguintes expressões:

∂XW

∂ϑ
=

∂YL

∂ϑ
−ZL

∂yp′1
∂ϑ
− yp′1

∂ZL

∂ϑ
+
(

yp′0
ZL−YL

)
∂k
∂ϑ
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+ k

(
yp′0

∂ZL

∂ϑ
+ZL

∂yp′0
∂ϑ
− ∂YL

∂ϑ

)
(D.42)

∂YW

∂ϑ
= ZL

∂xp′1
∂ϑ

+ xp′1

∂ZL

∂ϑ
− ∂XL

∂ϑ
+
(

XL− xp′0
ZL

)
∂k
∂ϑ

+ k

(
∂XL

∂ϑ
− xp′0

∂ZL

∂ϑ
−ZL

∂xp′0
∂ϑ

)
(D.43)

∂ZW

∂ϑ
= XL

∂yp′1
∂ϑ

+ yp′1

∂XL

∂ϑ
−YL

∂xp′1
∂ϑ
− xp′1

∂YL

∂ϑ
+
(

xp′0
YL− yp′0

XL

)
∂k
∂ϑ

+ k

(
xp′0

∂YL

∂ϑ
+YL

∂xp′0
∂ϑ
− yp′0

∂XL

∂ϑ
−XL

∂yp′0
∂ϑ

)
(D.44)

e ∂m
∂ϑ

e ∂k
∂ϑ

são calculado, respectivamente, por:

∂m
∂ϑ

= 2 (XW AΠ +YW BΠ +ZWCΠ)
XW

∂XW
∂ϑ

+YW
∂YW
∂ϑ

+ZW
∂ZW
∂ϑ(

X2
W +Y 2

W +Z2
W
)2

−
XW

∂AΠ

∂ϑ
+AΠ

∂XW
∂ϑ

+YW
∂BΠ

∂ϑ
+BΠ

∂YW
∂ϑ

+ZW
∂CΠ

∂ϑ
+CΠ

∂ZW
∂ϑ

X2
W +Y 2

W +Z2
W
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∂k
∂ϑ

=
BΠ

(
yp′0

xp′1
− yp′1

xp′0

)
+CΠ

(
xp′1
− xp′0

)
k2

2

∂AΠ

∂ϑ

+
AΠ

(
xp′0

yp′1
− xp′1

yp′0

)
+CΠ

(
yp′1
− yp′0

)
k2

2

∂BΠ

∂ϑ

+
AΠ

(
xp′0
− xp′1

)
+BΠ

(
yp′0
− yp′1

)
k2

2

∂CΠ

∂ϑ

+
k2

(
AΠ

∂xp′1
∂ϑ

+BΠ

∂yp′1
∂ϑ

)
− k1

(
AΠ

∂xp′0
∂ϑ

+BΠ

∂yp′0
∂ϑ

)
k2

2
(D.46)

Coordenadas 3D de uma das marcações laser

Agora que a relação entre a distância das marcações laser sobre a imagem e a distân-
cia das marcações laser no espaço tridimensional é conhecida, a ambigüidade projetiva
pode finalmente ser eliminada. Escalando o ponto p′1 pela distância Z (entre essa mar-
cação sobre a face da caixa e o centro de projeção da câmera), as coordenadas de P1 são
estimadas:

P1 =

 XP1

YP1

ZP1

= Z

 xp′1
yp′1
1

 (D.47)

onde

Z =

√
d2

ld
ak2−2bk + c

(D.48)

a = x2
p′0

+ y2
p′0

+1 (D.49)
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b = xp′0
xp′1

+ yp′0
yp′1

+1 (D.50)

c = x2
p′1

+ y2
p′1

+1 (D.51)

e k é dado pela Equação D.37. As Equações D.47 e D.48 equivalem às Equações 5.14
e 5.13, respectivamente. As derivadas parciais das funções na Equação D.47 são:

∂XP1

∂ϑ
= Z

∂xp1

∂ϑ
+ xp1

∂Z
∂ϑ

(D.52)

∂YP1

∂ϑ
= Z

∂yp1

∂ϑ
+ yp1

∂Z
∂ϑ

(D.53)

∂ZP1

∂ϑ
=

∂Z
∂ϑ

(D.54)

onde
∂xp1
∂ϑ

e
∂yp1
∂ϑ

são dados pelas Equações D.30 e D.31. E ∂Z
∂ϑ

é dado por:

∂Z
∂ϑ

=
dld

(
2
(
ak2−2bk + c

)
∂dld
∂ϑ
−dld

(
k2 ∂a

∂ϑ
−2k ∂b

∂ϑ
+ ∂c

∂ϑ
−2(b−ak) ∂k

∂ϑ

))
2
√

d2
ld (ak2−2bk + c)3

(D.55)

para

∂a
∂ϑ

= 2

(
xp′0

∂xp′0
∂ϑ

+ yp′0

∂yp′0
∂ϑ

)
(D.56)

∂b
∂ϑ

= xp′0

∂xp′1
∂ϑ

+ xp′1

∂xp′0
∂ϑ

+ yp′0

∂yp′1
∂ϑ

+ yp′1

∂yp′0
∂ϑ

(D.57)

∂c
∂ϑ

= 2

(
xp′1

∂xp′1
∂ϑ

+ yp′1

∂yp′1
∂ϑ

)
(D.58)

e ∂k
∂ϑ

calculado conforme a Equação D.46.
Inevitavelmente, o erro em P1 (posição da segunda marcação laser no espaço 3D) é

resultado da propagação dos erros em seis das oito linhas suporte identificadas, do erro
na determinação de ambas as marcações laser, do erro na orientação e distância entre os
feixes de laser e do erro na determinação dos parâmetros intrínsecos da câmera. Caso a
propagação fosse feita sem o uso da regra da cadeia, então nesse estágio o erro acumu-
lado em P1 poderia ser gigantesco, pois a interdependência das variáveis intermediárias
combinariam os erros nos dados de entrada de maneira desastrosa.

Equação dos planos que contém as faces

Tendo as coordenadas de um ponto sobre uma das faces da caixa e o vetor normal
dessa face, encontrar o quarto coeficiente do plano é trivial, bastando substituir as coor-
denadas do ponto na equação do plano e isolar DΠ:

Π =


AΠ

BΠ

CΠ

DΠ

=


AΠ

BΠ

CΠ

−(AΠXP +BΠYP +CΠZP)

 (D.59)
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As derivadas de AΠ, BΠ e CΠ são iguais às derivadas das coordenadas do vetor normal
ao plano. A derivada parcial de DΠ é dada por:

∂DΠ

∂ϑ
=−

(
AΠ

∂XP

∂ϑ
+XP

∂AΠ

∂ϑ
+BΠ

∂YP

∂ϑ
+YP

∂BΠ

∂ϑ
+CΠ

∂ZP

∂ϑ
+ZP

∂CΠ

∂ϑ

)
(D.60)

Coordenadas 3D dos vértives da caixa

Tendo calculado os coeficientes da equação de um plano, eles podem ser utilizados
para recuperar as coordenadas 3D dos vértices da face associada a esse plano, conforme
mostra a Equação D.61:

V =

 XV
YV
ZV

= Z

 xv′

yv′

1

 (D.61)

onde v′ é a projeção do vértice no plano Z = 1, calculado da mesma forma que p′k (Equa-
ção D.29), e Z é dado por:

Z =− DΠ

xv′AΠ + yv′BΠ +CΠ

(D.62)

As derivadas das coordenadas de V são calculadas conforme as Equações D.63-D.65,

∂XV

∂ϑ
= Z

∂xv′

∂ϑ
+ xv′

∂Z
∂ϑ

(D.63)

∂YV

∂ϑ
= Z

∂yv′

∂ϑ
+ yv′

∂Z
∂ϑ

(D.64)

∂ZV

∂ϑ
=

∂Z
∂ϑ

(D.65)

onde ∂Z
∂ϑ

é dado por

∂Z
∂ϑ

=
DΠ

(xv′AΠ + yv′BΠ +CΠ)2

(
xv′

∂AΠ

∂ϑ
+ yv′

∂BΠ

∂ϑ
+

∂CΠ

∂ϑ
+AΠ

∂xv′

∂ϑ
+BΠ

∂yv′

∂ϑ

)
−
(

1
xv′AΠ + yv′BΠ +CΠ

)
∂DΠ

∂ϑ
(D.66)

Como toda face compartilha ao menos um vértice com sua face vizinha, então a equa-
ção dos planos que contém as outras faces podem ser obtidas substituindo o vértice com-
partilhado na Equação D.59.

Dimensões das caixas

Uma vez que as coordenadas 3D de todos os vértices foram recuperadas, as dimensões
da caixa (losango na Figura 9.3) podem ser estimadas pela distância entre os pares de
vértices que definem cada uma das k arestas visíveis:

lk =
∥∥ViVj

∥∥=
√(

XV j −XVi

)2 +
(
YV j −YVi

)2 +
(
ZV j −ZVi

)2 (D.67)
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Conhecendo a função lk e as derivadas parciais das coordenadas de Vi e Vj, as deriva-
das que compõem a matriz Jacobiana ∇lk (Equação D.1) são finalmente calculadas:

∂ lk
∂ϑ

=

(
XV j −XVi

)(∂XVj
∂ϑ
− ∂XVi

∂ϑ

)
+
(
YV j −YVi

)(∂YVj
∂ϑ
− ∂YVi

∂ϑ

)
+
(
ZV j −ZVi

)(∂ZVj
∂ϑ
− ∂ZVi

∂ϑ

)
√(

XV j −XVi

)2 +
(
YV j −YVi

)2 +
(
ZV j −ZVi

)2
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Assim, uma vez conhecida a matriz de variâncias e covariâncias Λϑ (Equação 9.9)

e calculada a matriz ∇lk, o erro nas dimensões das arestas da caixa pode ser estimado
a partir da Equação D.1. É importante observar que para a Equação D.68 calcular os
elementos de ∇lk, é preciso resolvê-la para cada uma das variáveis de entrada contidas no
grupo ϑ (Equação D.2). Visto que a matriz Λϑ armazena os erros nos dados de entrada,
ao ser utilizada na Equação D.1, a matriz ∇lk será responsável por ponderar a contribuição
de cada desses erros sobre a formação do erro na dimensão de uma aresta lk.


