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Outline FLUXOS EM REDES

@ Solucdo com Programacao Linear

@ O algoritmo de Ford-Fulkerson
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INTRODUCAO

Introducao FLUXOS EM REDES

do
e Contexto: grafo direcionado G = (V, A). " v
e Dado um arco a = (u,v) podemos definir um quxo@e [0, cq)

—
no arco.

e A quantidadé a capacidade do arco.
e  Fluxos tem ap |cagées@por exemplo em

e redes de transporte, e ] / @
e redes elétricas. 0—C
e Para um vértice v € V temos uma balanca de fluxo
ST

Yoo fam > fa (1)

L~ a€Mt(v) ach~(v)
& V)—s — —

JF

Steutq) NUUEC) 3
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INTRODUCAO

lntrOdU(’:éo FLUXOS EM REDES
Extens3o a conj ?ii)CZ : 0 /”£
junto CV: s
e Escreve S
W) = (UreNnss, @)
veS -
BE(S) = (U () \ 5 (3)
veS

e Logo:

@: > fam D0 (4)
acdt(S) acé—(S)
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FLUXOS EM REDES

(wx)eS%
A(S)= Z 46)
=Z(Z -7 &)

VES \ qew*(s) G ENT
-2 Ty
= i

A")G’*K( %{)eh {"

Még,ves ug;) &)
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INTRODUCAO

Caracteristica basica FLUXOS EM REDES

. Un‘e uma funcdo f @@om 0< fa < ¢q.

e Cada fluxo satisfaz

veV
e Cas = (0 para todo v € V, f é uma circulacao.
‘(N)/O
(u\@"/
D ® (tu)
4(J“' y 1_ . 4 \

a0
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1.

©

INTRODUCAO
Problemas FLUXOS EM REDES

S —
Par ,,demanda R v € V, encontra uma fluxo tal que
F(@) =d Tdode =-2 ;(VJ 4—
O particular: 4= 0, VUEV\{@@ d >0, d; <0éum
fluxo s — t.

o Lema 1: |f(s) + f(t) =0. \
e Problema correspondente: [IXGIRTEXIRG s — ¢: MaEXimizami(s)-

Generalizacdo: V =[S)UV U@, comb,=0,YoeV, b, >0,
s €S, bt <0, te

o lema?2: f é /((V) =0
e Fluxo maximo(S, maximiza f
Limites mferlores.g< fa S@ Z ((V) = {/5 4’\(({’)

Do
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SOLUCAO COM PROGRAMAGCAO LINEAR

Programa tinear FLUXOS EM REDES
—_
4[/\/ =2 £¢\_ - Z - Q‘L
QeN¥(n 2~ aeM o
Para fluxo s — t méximo: J

maximiza @ (6)

QL sujeito a t(v!(QO, v eV,

com VI =V \{s,t}
O PL possui uma solucdo (e.g. a solucdo trivial f =0)e é
limitado , logo possui solucdo étima

Logo: £$‘9R«
wys lid. Wkives 70 L 97 % sl tis
(oot s 72 e W;;oo, l if;é24—

Ponm o) | e ¢
"\_/ 8
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O ALGORITMO DE FORD-FULKERSON
Introducao FLUXOS EM REDES

Objetivo: um GlgGFitMmoIcombiRatorialimaisieficiente!
Idéia: Comeca com fluxo viavel f, = 0 e aumenta
gradualmente.

e Considera caminho@)—@P = (vg =8,V1,+ -+ Un_1,Up =1

e Define o “gargalo” J weidade verrodonk an s
g(f, P) :=

min \ ¢, — fa.
v

e Podemos aumentar o fluxo atual f por g(f,P).

E686: busca um caminho com gargalo positivo, aumente o
fluxo, repete/ Certo?
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O ALGORITMO DE FORD-FULKERSON

Exemplo FLUXOS EM REDES
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O ALGORITMO DE FORD-FULKERSON

Problema da estratégia simples FLUXOS EM REDES

e Para aumentar o fluxo e manter a conservacdo do fluxo em v
podemos
Q aumentar o fluxo num arco entrante e sainte
e aumentar o fluxo num arco entrante, e diminuir num outro arco
entrante
(3).  diminuir o fluxo num arco entrante e diminuir num arco sainte e
@ diminuir o fluxo num arco entrante e aumentar num arco

entrante. )
& p &

+ — — |0 + | th

N

01 @ Qe @k Qo

N

J0) | + | — M| —

11
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O ALGORITMO DE FORD-FULKERSON

O grafo residual FLUXOS EM REDES

Isso motiva definir para dado fluxo f o grafo residual G:

Vértices

Arcos para frente (“forward”) A com capacidade ¢, — f,, caso
fa < cq.
Arcos para atras (“backward”) A" = {(v,u) | (u,v) € E} com

capacidade c(, ) = f(u), Caso f(u, y > 0.
(v,u) (uw) v da-Ce.

K/jO\’ OLA:CA, o O/_?D QCWM

&
9/\9 ™ é{j‘\o bt

12
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O ALGORITMO DE FORD-FULKERSON

Exemplo FLUXOS EM REDES
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O ALGORITMO DE FORD-FULKERSON

Exemplo FLUXOS EM REDES
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O ALGORITMO DE FORD-FULKERSON

O algoritmo de Ford-Fulkerson FLUXOS EM REDES

for allee g—
while existe um cammho@ @e Gf do %TAJC& U

Seja P um caminho s —t simpies ﬂ[u +m)
Aumenta o fluzo f um valor 9/, P) (f,P

end while

retur

i G o/"
gl —
D

15
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O ALGORITMO DE FORD-FULKERSON

Analise de complexidade FLUXOS EM REDES

Hlpotese capacidades ¢

Lema 3: Para capaudades inteiras, todo fluxo intermediario e
as capacidades residuais s3o inteiros.

e Lema 4: Em cada iteracdo, o fluxo aumenta por pelo menos 1.

e Lema 5: O namero de iteracdes do algoritmo Ford-Fulkerson é
limitado por 2 ach @ Portanto FF tem complexidade

O((n+m)C). (/ j)‘.

qu';/bw/"" | q &0 "(é)

b 1
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FLUXOS EM REDES

dma 37 Plan wicied do=o | eth &%,
MAui@o b jHrtis:

= (qp . rrdusd iwharss
l«) % & Pwhuro

Z@J} Yl A [W,.,L ?,,vtv\m‘cw
L & ogele € ;éW)>D v

ot w el ameh
a3 et 7 e e
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O ALGORITMO DE FORD-FULKERSON
Corretude: notacdo FLUXOS EM REDES

Complemento X :=V \ X. h
e Arcosde X paraV: F(X)Y) :={(z,y) |z € X,y € Y}. 7
e  Fluxo correspondente: f(X,Y) := aeF Xy O Q

° Logo:@:f(X>X)—f(X , X).
e Capacidades ¢(X,Y) := aeF(Xy)‘

e Umarcoaé saturado para um fluxo f, caso' @
(8. . ¢ 0.

18
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0 ALGORITMO DE FORD-FULKERSON
Corretude: Lemas FLUXOS EM REDES

e Lema 6: Para qualquer corte (X, X) temos f(X) = f(s).

e Lema7: O valor c!XZX'} de um corte s — ¢t é um limite
superior para um fluxo s — t.

Conse ué
0 f/uxo maximo 8 menor ou lgual a(o corte mm/m%

@95 fLsx **oe ({d {63)

D \s
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s £ e\

s ¥ Flare 54 £

(4 =00 =6 T)- {08)
AL) £ cU) .
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O ALGORITMO DE FORD-FULKERSON

Fluxo méaximo — corte minimo FLUXOS EM REDES

Teorema: EliXGIMEXIMOESICORENMIRImG

O valor do fluxo maximo entre dois vértices s et é igual
ao valor do corte minimo.

21
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O ALGORITMO DE FORD-FULKERSON

corretude FLUXOS EM REDES

Quando o algoritmo de Ford-Fulkerson termina, o valor do
fluxo é maximo.

Proce . FF tmiae o ﬂw&a‘{ = Nio el wae Coiso
i Gt tm ‘9(; &v’q X (puprte alconginl (v 3 e:%
= (( V) { w ok Sex, £kX= te X,

: QZCU‘V)eFC(;[) : /‘IQZ Ca ()(mq"b;{rr%::)
_ oz (ur) € F UKD {azxo (s bt e
PRI W)= {0)= {00 {0 2 ) 4ddlv)
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O ALGORITMO DE FORD-FULKERSON

Observacdes FLUXOS EM REDES

e O ndmero de iteragée@ode ser alto, e existem grafos em
que C' iteracdes sdo necessarias.

e E possivel que o algoritmo FF n3o termina para capacidades
reais.

e Usando uma busca por profundidade para achar caminhos s — ¢
FF termina, mas é ineficiente.

At =Lk [ fluna 2
>

2z,

@ 23

b t4
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