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INTRODUCAO

. ALGORITMOS
Ideia e Modelos RANDOMIZADOS

e Ideia: Um algoritmo randomizado usa EVentosialeatorios na sua

execucao.
e Modelos computacionais:

e Maquina de Turing probabilistica 4
e Miquina RAM com um comando EERAGRISY que retorne um
elemento aleatério do conjunto S.

it oo (4043)
Al ( 44,4,3,9,5, 63 )
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INTRODUCAO

- ALGORITMOS
Probabilidades RANDOMIZADOS

Porque aceitar probabilidades?

Probabilidade morrer caindo da cama: 1/2 x 105 (Roach &
Pieper 2007).

Probabilidade acertar 6 nimeros de 60 na mega-sena:
1/50063860.

Probabilidade que a memoria falha: em meméria moderna
temos 1000 FIT/MBit, i.e.\ 6 x 10~7 erros por segundo num
memoria de 256 MB.

Probabilidade que um meteorito destréi um computador em
cada milissegundo: > 27199 (supondo que cada milénio ao
menos um meteorito destréi uma area de 100 m?).




INTRODUCAO

: ALGORITMOS
Motivos RANDOMIZADOS

= Um algoritmo que retorna uma resposta falsa com baixa
probabilidade é aceitavel

Possiveis V@ntagens: um algoritmo
e mais simples;

e mais eficiente: para alguns problemas, um algoritmo
randomizado é o mais eficiente conhecido;

e mais robusto: algoritmos randomizados podem ser menos
dependente da distribuicdo das entradas.

e a (nica alternativa: para alguns problemas, conhecemos sé
algoritmos randomizados.
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INTRODUCA:
ODUCAO ALGORITMOS

Revisdo: Probabilidade RANDOMIZADOS

o |ESpaceNaiiostral finito (2 de eventos elementares B € ().

%
Pr(e@;

o |EVEREGS (compostos)( E < €2 com probabilidade

tal que
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INTRODUCA:
ObucAo ALGORITMOS

Revisdo: Probabilidade RANDOMIZADOS

Para um dado sem bias temos@: {1,2,3,4,5,6} e@ =1/6.
O evento PEfE=H2I6Y tem probabilidade
Pr(Par) = > cepar Pr(e) = 1/2.
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INTRODUCAO
- . ALGORITMOS
Revisdo: Probabilidade RANDOMIZADOS

o  Varidvel aleatéria
}Y-Illlliéil D\J:= {C%/1(ll-“ j
e  Escrevemos PRI para Pr(X (7).

e Variaveis aleatérias independentes

e  Valor esperado

EX] : :%:@@Pr(X =)

e Linearidade do valor esperado: Para variadveis aleatérias X, Y
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INTRODUCAO

o - ALGORITMOS
Revisdo: Probabilidade RANDOMIZADOS

/ L —L
Seja B a variavel aleatéria que denota o nimero sorteado, e Y a
variavel aleatéria tal que A fou
Y = {

O ¢

(G;Pr z_@C%z_m/ﬁ{@ 25

ZPr i)i =Pr(Y =1/2 o] &7
5o EE
E[X +Y] = E[X] + E[Y] {ZD

X3 A
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TEORIA DE COMPLEXIDADE: CLASSES

: ALGORITMOS
Classes de Complexidade RANDOMIZADOS

2 1Y e {404, 0,00, 04 7
Definicao 2.1 kl/
Seja B algum alfabeto e [R(@WB) a classe de linguagens EIGIE* tal
que existe um algoritmo de decisdo em fEmpolpoliiemmial A que

satisfaz
e x€L=Pr(A(z)=sim) > a. SP
o x¢L=Pr(A(x) =ndo) > .

(A probabilidade é sobre todas sequéncias de bits aleatérios 7. Como
o algoritmo executa em tempo polinomial no tamanho da entrada
|z|, o nimero de bits aleatdrios |r| é polinomial em |z| também.)

Q) oo G o | il o

10
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TEORIA DE COMPLEXIDADE: CLASSE
© on CLASSES ALGORITMOS

Classes de Complexidade RANDOMIZADOS

Definicao 2.2

(Classes de complexidade)

e RP :=R(1/2,1) (randomized polynomial), dos problemas que
possuem goritmo comerro unilateral (no lado do “sim”);
a classe GOFIRIP — R(1,1/2) consiste dos problemas com erro
no lado de “ndo"; MWpcRe ; 2P¢ co-fP

o @: R(2/3,2/3) (bounded-error probabilistic polynomial),
05 problemas com erro 1/3 nos dois lados. %7 L P

ZIPE -— RPIDIEGEIRE (zero-error probabilistic polynomial)
dos problemas que possuem ElEGfitoNFENHOMiZadoISEMIETo;

PP := U€ R(1/2 +€,1/2 + €) (probabilistic
polynomial},—des problemas com erro 1/2 + € nos dois lados; e

e ¢ BIP
WLt Q) el L

11
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RIA DE MPLEXIDADE: CLASSE!
TEORIA co CLASSES ALGORITMOS
RANDOMIZADOS

Tipos de algoritmos

[MeRteNCarlg algoritmos que respondem corretamente
somente com uma certa probabilidade }PP

[BESAV/EEEs algoritmos que usam randomizacdo somente
internamente, mas respondem sempre corretamente

ne

12
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TEORIA DE COMPLEXIDADE: CLASSES

ALGORITMOS
Exemplo RANDOMIZADOS

Dado dois poIinémios -) e @&) de grau maximo @ como
saber se p(x @q 2% gm);q(w) D ¥ PO-)"'C/)ZO
E simples responder por comparacio de coeficientes em tempo
O(n)

. osdoisna_ T) = Z@@&@OU L Sl

e na forma faterads p(v) = [[,-;< d(x:_g) isso

E caso Contraria?

e Converter para a forma candnica pode custar ©(d?)
multiplicacGes.

13
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TEORIA DE COMPLEXIDADE: CLASSES

Exemplo

ALGORITMOS
RANDOMIZADOS

dentico D,q) =

eleciona numero aleatorio r ém [1,100d
Caso p(r) = q(r) retorne “sim

Caso p(r) # q(r) retorne “nio” 44—

wed | (ng) ps. D e~ i
KAL | (0§) mey. = air

= R, fl%;_‘ "
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TEORIA DE COMPLEXIDADE: CLASSES

ALGORITMOS
Exemplo RANDOMIZADOS

e Caso p(z) = q(x), o algoritmo responde “sim” com certeza.

e (Caso contrario a resposta pode ser errada, se p(r) = q(r) por
acaso. Qual a probabilidade disso?

o PEEGE) ¢ um polindmio de gra@e possui no maximo d

raizes.

E uma pergunta em aberta se o teste de identidade pertence a P. ¢

15
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TEORIA DE COMPLEXIDADE: AMPLIFICACAO

ALGORITMOS
S RANDOMIZADOS

AgL
o |DiSSETiSTEiE8 com a probabilidade de 1/100 no exemplo?

e Repete o algoritmo [ vezes, e responde “Bilfi’ somente se todas
k repeticoes responderam “sim”.

e A probabilidade erradamente responder “n3o"” para polindGmios

idénticos agora ¢ (IEODY", i.e. ela HiNUNEXPORENCIAIMENEE

com o nimero de repeticoes. U

-1
M L u/loé) K 7 117 /j_
e et oA
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TEORIA DE COMPLEXIDADE: AMPLIFICACAO
Amplificacdo de probabilidades RANDOMIZADOS

ALGORITMOS

Essa técnica é uma Efplifiéaead da probabilidade de obter a
solucdo correta.

Ela pode ser aplicada para melhorar a qualidade de algoritmos
em todas classes "[NIGRTENCEFIE "

Com um nidmero constante de repeticoes, obtemos uma
probabilidade baixa nas classes RRB, E62RP ¢ BRR.

Isso n3o se aplica a BR: é possivel que@diminui
exponencialmente com o tamanho da instancia.

PPz U UG Ayre )
U!Z(Uzi-i/z@ﬂ) 7
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TEORIA DE COMPLEXIDADE: AMPLIFICACA
© o CACAO ALGORITMOS

Invarianca de erros unilaterias RANDOMIZADOS

Teorema 3.1
R(a,1) = R(B,1) para 0 < o, B < 1.

s R(p1) & Rl 1)
al: R(n) € R(pa) -

LeRGut) = (og@

“ W e 2 <
3qﬁ A/W(/w%( el > =1

me /r

al Jal B ol oLt P28

nv Pe=A
VAR n
QIWFAFCG{/Q WKZIZA mm ;Zolwa( Y gy

18
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TEORIA DE COMPLEXIDADE: AMPLIFICACA
© o CACAO ALGORITMOS

Demonstracdo RANDOMIZADOS

4‘/ Hoprv A= L.
V(A )= nto )74 Lo )(é\»(, /
(ero: xe4 ?I[Hlulz”mhjzoé
pe i <tosd 2l )
- /l_(/l‘-&>b /éﬂj( A5
[(7/&(4%)/@[4—%) 64(1’1_2/’_
ORI (1<) 9
/' [4406351&( I - - ///,7}2w
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TEORIA DE COMPLEXIDADE: AMPLIFICACA
ALGORITMOS

Consequéncia RANDOMIZADOS

Rf= ‘K(L/z/ 4/

Corolério 3.1
RP = R(a,1) para0 < a < 1.
(% -

(o-RP= RUX) e(0,4)
L) < 12(41’5) / =9 /%( /57/20
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TEORIA DE COMPLEXIDADE: AMPLIFICACAO

ALGORITMOS
RANDOMIZADOS

Teorema 3.2

R(a, ) B R(B,B) para 1/2 < av. B.
o (0 Ry b) € B(=v),
a.d., Z(-J/D‘) /Z[/% /6)

y/
AC Q<) = L A(B)
(«73%5 i wx%@
LEL 2L
Mo f' < sepete ol A L 1o

] M
Vp WGt Cor & LR T §m

rep. Ut (@0 Cok "
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TEORIA DE COMPLEXIDADE: AMPLIFICACAO

ALGORITMOS

Demonstracdo RANDOMIZADOS
‘ _u \M“ - /l'( fudjmu
?/[)‘ & > r( 'LLLM G Lt | va vero )
ot >l ~B (1) T ekt
R e
(C-ZG’JM 77@
- —
(zo

e Lulba) ()™ og
V)vpla\ﬁ“ ’ JMU"

22
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TEORIA DE COMPLEXIDADE: AMPLIFICACA
© o CACAO ALGORITMOS

Consequéncia RANDOMIZADOS

W:MZ&?_’E)

— —
Corolério 3.2 e( 7/% % )
BRE — R(o.a) para 1/2 < a.

Eif/_—7—ﬁ
W= R(xb) 7

/
/

-

23
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TEORIA DE COMPLEXIDADE: AMPLIFICACAO

ALGORITMOS

Generalizacdo RANDOMIZADOS

Observagio 3.1

Os resultados acima sdo validos ainda caso o erro dimiui _
polinomialmente com o tamanho da instancia, i.e~a, 8 X n™ ¢ po
caso do teorema 3.1 e o, 5 > 1/2 4+ n~° no caso do teorema 3.2
para um constante ¢ (ver por exemplo Arora \ Barak (2009)). ¢

24
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TEORIA DE COMPLEXIDADE: RELACOES

R : ALGORITMOS
Caracterizac3o alternativa de ZPP RANDOMIZADOS

Definicdo 4.1
Um algoritmo A é [HGfesta se

- ele responde ou “sim”, ou “n3o” ou "MECISEE, -

Pr(A(z) = n3o sei) < 1/2, e - no caso ele responde, ele n3o

erra, i.e., para x tal que A(xz) # “n3o sei” temos

)= i -

Uma linguagem é honesta caso ela possui um algoritmo honesto.
Com isso também podemos falar da classe das linguagens honestas.

N(x)= ot = xel
A(ya)z " pout = )/&L

25
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TEORIA DE COMPLEXIDADE: RELACOES

R : ALGORITMOS
Caracterizac3o alternativa de ZPP RANDOMIZADOS

APz ROA oRP
= HOMESY O

Teorema 4.1

Lema 4.1
Caso L BBZIBP existe um algoritmo um Blgeritmolionestolpara L .

Lema 4.2

. .
Caso L possui um @Igoritmolionesto .

26
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TEORIA DE COMPLEXIDADE: RELACOES

ALGORITMOS

Demonstracdo RANDOMIZADOS
U1 Lt AP = Pface-kP (1
PR L Proctq e HOWEITO

p(,&Cofﬁl? &ﬂ.b Ga s Drq 2) dego-RP

Moo 1 Pr7/,4/7_

o l@t

fe. A4 ()

1) fa Gl =t A A (x| = “nao": o ﬂﬁ)’”kf‘mk
"ot A Mgl @0 G VAR
%) Npwt A "Bt Y f6)> M

7 s
b My A " lUgat —@

Pt (cero ) LEL 2y

L
AL At | =%

27
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ALGORITMOS
RANDOMIZADOS

Definicéo 4.2 _
Um algoritmo A é Séflifallid se ele sempre responde “sim” ou “n3o”
corretamente em tempo polinomial esperado. Com isso podemos

também falar de linguagens sem falha e a classe das linguagens sem
falha.

28
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TEORIA DE COMPLEXIDADE: RELACOES
ALGORITMOS

Caracterizac3o alternativa de ZPP RANDOMIZADOS

Teorema 4.2

ZPP ¢ a classe das linguagens sem falha.

Lema 4.3

Caso L € ZPP existe um algoritmo sem falha para L.

Lema 4.4

Caso L possui um algoritmo A sem falha, L € RP e L € co — RP.
U3 Ae2PP = e Howesm Wy R °/’5 imo“/”‘*

wifi )
4 12 “ f/? feapo 2pCs)
S e s | SIS

[ C.Co *ad it jet
2 k) & 296 (T 2ptel) & Plppes 4. >
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TEORIA DE COMPLEXIDADE: RELACOE
© o OES ALGORITMOS

Co-classes RANDOMIZADOS
RP = R(=~1)

Teorema 4.3

30
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TEORIA DE COMPLEXIDADE: RELACOES
ALGORITMOS
Co-classes RANDOMIZADOS

J Bp= co- BP

-

rec ’%’/" Q. Y. R e Iy

0&. M v f“ pr=a 4Lty
ng,_‘ 0} ‘( K(x)=“nr* 2 Rel: Cngot: mao
C.C ¢ t‘f\ml( o ’('{:4

8L Dr(ﬁ‘{” n‘n")-cpr [Afku]"‘ “')1?ré4[ila ant| = A

()= “pat ) = (4= Pf(/}M i)
(el I (A1) =0t ) = Ca- Wik )
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RESUMO
Relacao com a classe NP e abundancia de

ALGORITMOS
testemunhas RANDOMIZADOS

¥

(1% . -
Classe : problemas que permitem uma verificacido de uma
solucao em tempo polinomial

N3o-deterministicamente: podemos “chutar” uma solucdo e
verifica-la.

Se o niimero de solucdes positivas de cada instdncia é mais que

a metade do nimero total de solu¢cdes

e — o problema pertence a RP = 364/7,/ 4) = (L(d/”()

e podemos gerar uma solucdo aleatéria e testar se ela possui a
caracteristica desejada.

Um problema desse tipo possui uma abundéancia de
testemunhas.

e Isso demonstra a importancia de algoritmos randomizados.

e O teste de EqUIVAICHCIANGENFBIIRGIAIGS acima é um exemplo de

abundancia de testemunhas.
32
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RESUMO

~ ALGORITMOS
Relacdo entre as classes RANDOMIZADOS
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