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1 HASHING 1

INTRODUCÃO

Estrutura de dados

• Universo de chaves |U |, tabela hash H.
• Operações:

• Inserção de uma chave c ∈ U : insert(c,H)
• Deleção de uma chave c ∈ U : delete(c,H)
• Teste da pertinência: Chave c ∈ H? lookup(c,H)
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1 HASHING 1

INTRODUCÃO

Princípio básico

• Tabela de tamanho m� |U |
• Função hash: h : U → [m] para posições.
• Problema: colisão h(u1) = h(u2)
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2 HASHING 1

LISTAS ENCADEADAS

Solução

• Lista li na posição i com ni := |li| elementos
insert(c,H) :=

insert(c,lh(c))

lookup(c,H) :=
lookup(c,lh(c))

delete(c,H) :=
delete(c,lh(c))
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2 HASHING 1

LISTAS ENCADEADAS

Características

• Para função hash simples e uniforme:
Pr(h(c) = i) = 1/m. (1)

• Seja cji a variável aleatória que indica se chave j
pertence a lista i
• Temos Pr(cji = 1) = Pr(h(j) = i) e ni =

∑
1≤j≤n cji

• Logo

E[ni] = E[
∑

1≤j≤n

cji] =
∑

1≤j≤n

E[cji] =
∑

1≤j≤n

Pr(h(cj) = i) = n/m.

• Onde α := n/m é o fator de ocupação.
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2 HASHING 1

LISTAS ENCADEADAS

Garantias

Teorema 2.1
Uma busca sem sucesso precisa tempo esperado Θ(1 + α).

Teorema 2.2
Uma busca com sucesso precisa tempo esperado Θ(1 + α).
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2 HASHING 1

LISTAS ENCADEADAS

Demonstração
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2 HASHING 1

LISTAS ENCADEADAS

Demonstração
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3 HASHING 1

SELEÇÃO DE FUNÇÕES HASH

Métodos

Método de
• Divisão

• h(i) = i mod m é simples e uniforme.
• Prática: número primo “suficientemente” distante de uma

potência de 2.
• Multiplicação

h(c) = bm {Ac}c .

• Funciona para qualquer m, mas depende de um A ∈ R
adequado.

• Knuth: A ≈ (
√

5− 1)/2.
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3 HASHING 1

SELEÇÃO DE FUNÇÕES HASH

Hashing universal

• Problema: para função hash h fixa, sempre existe um conjunto
de chaves com muitas colisões

• Idéia: → escolhe uma função hash aleatória de uma família H
de funções.

• Uma família é universal se

|{h ∈ H | h(c1) = h(c2)}| = |H|/m

ou equivalente

Pr(h(c1) = h(c2)) = 1/m

para qualquer par de chaves c1, c2.

11

tikopro

tikopro

tikopro

tikopro

tikopro

tikopro

tikopro

tikopro

tikopro

tikopro

tikopro

tikopro



3 HASHING 1

SELEÇÃO DE FUNÇÕES HASH

Hashing universal

Teorema 3.1
Se escolhemos uma função hash h ∈ H uniformemente, para uma
chave arbitrária c o tamanho esperado de lh(c) é
• α, caso c 6∈ H, e
• 1 + α, caso c ∈ H.
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3 HASHING 1

SELEÇÃO DE FUNÇÕES HASH

Demonstração
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3 HASHING 1

SELEÇÃO DE FUNÇÕES HASH

Hashing perfeito

• Idealmente: sem colisões. → hashing /perfeito.
• Garantia: somente com conhecimento das chaves.
• Função aleatória em H: número esperado de colisões

E[
∑
i 6=j

Xij ] =
∑
i 6=j

E[Xij ] ≤ n2/m.

• Logo: número esperado de colisões para tabela de tamanho
m > n2 é ≤ 1.

• Ainda: para m > cn2 com c > 1 a probabilidade de uma
colisão é

Pr(
∑
i 6=j

Xij ≥ 1) ≤ E[
∑
i 6=j

Xij ] ≤ n2/m < 1/c.
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4 HASHING 1

ENDEREÇAMENTO ABERTO

Ideia

• Colisão: → seleciona outra posição, visitando os elementos em
alguma ordem π

• Concretamente: h(c, 1), . . . , h(c,m) é uma permutação de [m].
• Função h(c, i) uniforme: probabilidade de uma chave aleatória

gera dada permutação é 1/m!.
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4 HASHING 1

ENDEREÇAMENTO ABERTO

Implementação

insert(c,H) :=
for i in [m]

if H[h(c, i)] = free
H[h(c,i)]=c
return

lookup(c,H) :=
for i in [m]

if H[h(c, i)] = free
return false

if H[h(c, i)] = c
return true

return false
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4 HASHING 1

ENDEREÇAMENTO ABERTO

Características: inserção e busca sem sucesso

Teorema 4.1
As funções lookup e insert precisam no máximo 1/(1− α) testes
caso a chave não está na tabela.

17

tikopro

tikopro

tikopro

tikopro

tikopro

tikopro

tikopro

tikopro

tikopro

tikopro

tikopro

tikopro

tikopro

tikopro

tikopro

tikopro

tikopro

tikopro

tikopro

tikopro

tikopro

tikopro

tikopro

tikopro

tikopro

tikopro

tikopro

tikopro

tikopro

tikopro

tikopro

tikopro

tikopro

tikopro

tikopro

tikopro

tikopro

tikopro

tikopro

tikopro

tikopro

tikopro

tikopro

tikopro

tikopro

tikopro

tikopro

tikopro

tikopro

tikopro

tikopro

tikopro

tikopro

tikopro



4 HASHING 1

ENDEREÇAMENTO ABERTO

Demonstração
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4 HASHING 1

ENDEREÇAMENTO ABERTO

Um lema

Lema 4.1
Para i < j, temos Hi −Hj ≤ ln(i)− ln(j).
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4 HASHING 1

ENDEREÇAMENTO ABERTO

Características: busca com sucesso

Teorema 4.2
Caso α < 1 a função lookup precisa esperadamente
1/α ln 1/(1− α) testes caso a chave esteja na tabela, e cada chave
tem a mesma probabilidade de ser procurada.
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4 HASHING 1

ENDEREÇAMENTO ABERTO

Demonstração
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4 HASHING 1

ENDEREÇAMENTO ABERTO

Funções hash para endereçamento aberto

• Linear: h(c, i) = h(c) + i mod m

• Quadrática: h(c, i) = h(c) + c1i+ c2i
2 mod m

• Hashing duplo: h(c, i) = h1(c) + ih2(c) mod m
(Nenhuma das funções é uniforme, mas o hashing duplo mostra
um bom desempenho na prática.)
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