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1. Introducao

A légica é a ciéncia do raciocinio correto. Ela é base da mateméatica e de muitas
areas da ciéncia de computacao. Um exemplo importante é a especificacao e
verificagao de sistemas computacionais.

Importancia da légica

“Que coisa imbecil, o Amor!” resmungou o estudante, afastando-se. “Nem

vale a utilidade da Ldgica, porque nao prova nada, estd sempre prometendo o

que nao cumpre e fazendo acreditar em mentiras. Nada tem de prdtico e como

neste século o que vale € a prdtica, volto a Filosofia e vou estudar metafisica.”
Oscar Wilde, O Rouxinol e a Rosa.

A légica é a ciéncia do raciocinio. Por isso, ela é omnipresente: Encontramos-a
em todas as ciéncias bem como a dia-a-dia.
Na informética ela tem muitas aplicagoes, por exemplo,

e na construgao de circuitos digitais,

e em linguagens de programagao,

e 1o estudo tedrico de linguagens de programacao,
e na inteligéncia artificial,

e em bancos de dados, e

e na teoria de complexidade.
Dia-a-dia: E légico que...
Em que estado o senhor encontra a instituicao hoje?

Encontramos a universidade em um estado muito bom. E légico
que nao € o ideal, mas a situagao atual é muito boa.

Entrevista de José Carlos Ferraz Hennemann falando dos projetos e das prioridades
neste inicio de mandato & frente da UFRGS. Universia 14/10/2004.

O que quer “é logico” dizer?



1. Introdugao

Mais adiante vamos ver, que isso pode ser modelado usando uma proposicao
p que significa “O estado da universidade nao é ideal”. Como a defini¢ao do
“ideal” é: “Um conceito perfeito, que nao da pra chegar”, p sempre é falso
e a sua negagdo —p é uma tautologia (i.e. sempre é verdadeiro). Portanto a
afirmacao acima “é 16gico”.

E l6gico que...

e Se as “circunstancias” permitem “creer” um fato “é l6gico” que esse fato
¢é verdadeiro.

e Na légica chamamos

— os fatos que supomos as premissas (ou antecedentes).

— o resultado do raciocinio a conclusdo (ou sucedente).

e Na légica pesquisamos as regras que permitem chegar das premissas as
conclusoes.

Raciocinio: Exemplo

Se o ovo cai, entao o ovo quebra.

[t
~— ~—

1
O ovo cai. (1.2
1

Logo, o ovo quebra.

Raciocinio: Outro exemplo



SOME OLD TVNSS%S ARE BLM?CKW%E WHITE.
THEREFORE, SOME PENGUINS ARE OLD TV SHOWS.

)
@)
)

—GLASBERGH

Logic: another thing that
penguins aren’t very good at.

Raciocinio: Outro exemplo

.
Some cars rattle. My car is some car. Therefore, my
car rattles.
Outra brincadeira atribuido a Smullyan.

"T’ll make a statement. If the statement is true, you give me your
autograph. It doesn’t have to be on a check, it can be on a blank
piece of paper. If the statement is false, you don’t give me your
autograph,”Smullyan sets up the puzzle. ”Well, my statement is,
“You will give me neither your autograph nor a kiss.’



1. Introdugao

”If it were true, you’d have to give me your autograph as agreed,
but that would falsify the statement. You’d have a contradiction.
So therefore the statement must be false. Since it’s false that you’ll
give me neither, it means you’ll have to give me either. But you
can’t give me your autograph for a false statement, so you owe me
a kiss.”



2. Légica proposicional

2.1. Introducao

Uma logica simples, todavia importante é a légica proposicional. O nome é
devido as proposicoes que sao os componentes atomicos da légica proposicio-
nal. Uma proposi¢ao é uma declaracao sobre algum sistema em consideragao.
Uma caracteristica fundamental é que a ldégica proposicional é uma légica
dual: uma proposicao pode ser verdadeira ou falsa, mas nao tem terceira pos-
sibilidade (um fato conhecido como o “lei do terceiro excluido”, tertium non
datur, law of the excluded middle). Verdadeiro (V) e falso (F) sdo valores
l6gicos ou walores de verdade. As proposigoes sao denotadas com varidveis
proposicionais.

Proposicoes
Para comegar, abstraimos das frases particulares. Em geral, temos

e Proposi¢des elementares ou atdmicas (ou sentengas declarativas), que
denotamos com simbolos p, q,r,.... Por exemplo:

p: “O ovo cai”

q : “O ovo quebra”

Definicao 2.1 (Proposigao)

Uma proposi¢ao (frase declarativa, sentenga declarativa) é uma afirmagao na
linguagem natural que tem um valor de verdade (que pode ser verdadeiro
ou falso). Denotamos proposi¢oes com waridveis proposicionais. Por con-
vengao, usamos letras minusculas p, q,7,... para elas (com alteragdes como

plaqlarIQa .. )
Exemplo 1 (Proposigoes)
Exemplos de proposicoes sao

1. p: Hoje é um dia lindo.

2. q: Meu computador é quebrado.

3. r: Francesco gosto churrasco.



2. Logica proposicional

4. s: Brasil ganha o copo do mundo.
(Os exemplos mostram também nossa convengao de declarar varidveis propo-
sicionais.)
Contra-exemplos de proposicoes sao

1. Oi! Bom dia! Obrigado!

2. Siléncio!

3. Vamos!

4. Cuidado! Socorro!

Conectivos
Temos

e (Conectivos entre as proposigoes: Se p entao q.
e Isso é um exemplo da implicacdo p — q. Lé: “p implica q”.

e Assim, em nosso exemplo temos as premissas p, p — ¢ e a conclusao gq.

Escrevemos
pp—aqbyq
O seqiiente
Mais geral: Dado as premissas ®q,...,®P, e a conclusao ¥, escrevemos
Oy,..., 0, T
Lé: “Das premissas @1, ..., P, se pode concluir ¥.” Ou: “gsegueda ®q,...,P,”,
“®q,..., P, portanto ¥”
e &, ... &, qse chama segiiente.

e Um seqiiente é vdlido, se a conclusao é o resultado das premissas (i.e.
pode ser provado a partir das premissas).

e Se U, ie. a conclusao nao depende de premissas, ¥ é um teorema.



2.2. Sintaxe

Observe que as letras gregas ® e ¥ denotam férmulas légicas arbitrarias. Nao
é para confundir com as varidveis p, ¢, etc. que denotam proposi¢oes. O
simbolo F (barra de inferéncia, inglés: turnstile) é uma relagio (de dedutibi-
lidade ou demonstrabilidade) entre as premissas e a conclusdo. Com a com
®q,...,0, - ¥ queremos afirmar, que a partir das n premissas ®; até ®,,, um
raciocinio logico, i.e. a aplicacao da regras légicas, permite chegar na conclusao
W. Observe, que um seqiiente ndo é uma regra légica: vamos definir-lhes no
capitulo 2.3. O seqiiente acima foi justificado intuitivamente.

Seqiiente: Exemplo
Premissas:

Francesco gosta de jogar ou de estudar (ou ambas).

Francesco nao gosta de estudar.
Conclusao? Francesco gosta de jogar.

e Escrevemos p V ¢ se p, ¢ ou ambas sao verdadeiras.
e Escrevemos —p se a negagao de p é verdadeira.

e Escrevemos p A ¢ se p é q sao verdadeiras.

p : Francesco gosta de jogar.

q : Francesco gosta de estudar.
Entao pV q,—q F p é valido.

Exemplo 2

Se a janela estd aberto, vento entra.

Nao entra vento.

Logo, a janela esta fechado. %

2.2. Sintaxe

Usando as proposigoes, podemos construir formulas com operadores ou co-
nectivos. Os operadores mais comuns sao: a negacgao de uma proposicao e
a conjuncao ou disjungao de duas proposigoes, com a notagao, —p, p A q e
pV q, respectivamente. Uma conjuncao afirme que ambas proposicoes p e ¢
sao verdadeiros e uma disjuncao afirme que ao menos uma das proposicoes
(talvez ambas) sdo verdadeiras.



2. Logica proposicional
Exemplo 3 (Operadores “nao”, “e” e “ou”)
Com as proposigoes do exemplo 1 temos:
1. =p: Hoje nao ¢ uma dia lindo.
2. p A s: Brasil ganha o copo do mundo e hoje é um dia lindo.

3. pV q: Brasil ganha o copo do mundo ou meu computador é quebrado
(ou ambas).

O

Férmulas na légica proposicional
Temos todos os ingredientes para construir formulas arbitrarias na légica pro-
posicional.

1. Um conjunto de dtomos Atom = {p,q,r,...}
2. O conjunto de férmulas (bem formadas) £ (com & € L)
D = p| (<) [ (& VW) (& AW) | (@ — ¥)| T| L
com p € Atom.

Nomes, nomes, nomes:
e Um literal é um atomo (p) ou a negacao dele (—p).

e Os conectivos =, V, A, — sa0 a negac¢do, disjuncdo, conjun¢do e im-
plicagao.

Observe que em nossa definicao o conjunto de dtomos é infinito, mais cada
férmula s6 precisa um nimero finito deles.
Como diferencar entre cadeias de letras arbitrarias e férmulas? Caso uma dada
cadeia de letras (um string) é uma férmula, podemos provar isso mostrando
uma derivacao dessa férmula na gramética. Por exemplo o string “(p — (—q))”
é uma férmula, porque temos a derivagao

2= @-0)=pP—-U)=@@—(2)=(—(9)

Do outro lado, se queremos mostrar que uma dado string nao é uma férmula,
temos que argumentar, que esse string nao tem uma derivagao na gramética da
légica proposicional. Por exemplo o string “p —” nao é uma férmula porque o
lado direto do — ¢é vazio, mas a gramatica nao permite derivar o string vazio.
Isso é um exemplo de um argumento informal; formalmente temos que provar
fatos desse tipo com inducdo sobre as férmulas (veja também exercicio 2.2).

10



2.2. Sintaxe
Notacao simplificada

((pVa) — (rA(=s)))

é uma féormula bem formada. Na pratica, o nimero das parénteses incomoda.
Usamos algumas convengoes para abreviar férmulas:

e Prioridade: — tem mais prioridade que V e A, quais tem mais prioridade
que —.

e Associacdo: — associa para direita, p — ¢ — r denota (p — (¢ — 1));
para V e A usamos os parénteses!

Foérmula completa ‘ Férmula abreviada
(=(=(=(=p))))) —mp

((pVaqg) — (rAn(—s)) | pVg—1A—s

Arvores de parse
Considere pV g — r A =s. A correspondente drvore de parse é

v/ \/\
N\ Z O\
p q r -

¥
S

Uma subformula de uma férmula é cada sub-arvore de sua arvore de parse.
(Veja exercicio 2.3).

2.2.1. Inducao

Inducao
Para provar uma proposi¢ao P(n) sobre N

1. Base: Prova que P(0)
2. Passo: Prova que P(n) = P(n+1)
Essa técnica se chama indugdao matemdtica ou indugao natural.

Exemplo P(n) = (Zogigni =n(n+ 1)/2):

1. Base: P(0) = (Zogigoi =000+ 1)/2)

11



2. Logica proposicional

2. Passo: Suponha P(n).

ooio= > i+t(n+1)
0<i<n+1 0<i<n

= nn+1)2+(n+1)=n+1)(n+2)/2.

Logo P(n + 1).

Exemplo
Cada ndmero natural par nao igual 0 é a soma de dois nimeros impares?

P(n) = (2n é a soma de dois niimeros impares)

e Base: 2=1+1
e Passo: Suponha P(n): Existem 4,5 tal que 2n = (20 + 1) + (25 + 1).
Logo
on+1) = 2m+2=(2+1)+(2+1)+2
2i+1)+25+3)=2i+ )+ (2 +1)+1)

e Observe: A indugdo comeca com n = 1!

Inducdao completa

e Com inducdo natural, provamos P(n + 1) usando P(n).

e As vezes uma prova de P(n+1) s6 é possivel usando algumas (ou todos)
P(k) com k < n.

e Esse tipo de argumento também é possivel e se chama inducdo completa.
e Para provar P(n) prove

— Se P(k) para qualquer k < n, entdo P(n).
e E o caso P(0)?

Observe que o caso P(0) jé estd incluido na prova. Se n = 0, P(k) é verdadeiro
para qualquer k < n, porque nao tem k < n. Logo, a prova da implicagao “Se
P(k) para qualquer k < n, entdo P(n)” inclui a prova que P(0) é verdadeiro.

12



2.3. Teoria de provas

Exemplo
Sejam os numeros f; definido como fo =0, fi =1¢e f, = fu_1 + fn_2 para
n> 2.

P(n) = (fn < Qn)?

Prova com indugdo completa: Seja P(k) para qualquer k < n. Objetivo:
Provar P(n). Base: Sen=0oun=1

fo=0<1=2% fi=1<2"
Passo: Sen > 2

o= foo1+ fao2 por definicao de f,

<gn—lypon—2 usando a hipétese da inducgao
=3(2" %) distributividade
< 2"

2.3. Teoria de provas
Provas sao a base da matematica. A partir de aziomas, que sao proposicoes
ou conjuntos de proposigoes supostas verdadeiras, um raciocinio correto, uma

prova, justifica conseqiiéncias. Dependente do objetivo, os resultados ma-
tematicas tem nomes diferentes:

Proposicao Uma proposicao é um resultado simples. Nao se confunde com
as proposigoes da légica proposicional.

Lema Um lema (de grego: gancho) é um resultado intermedidrio, que ajuda
a prova de outros resultados.

Teorema Um teorema é um resultado central ou importante.
Corolario Um coroldrio é uma conseqiiéncia simples de outros resultados.
A seguir vamos estudar uma versdo formalizada de prova chamada deducdo

natural ou sistema de prova do tipo Gentzen (o nome é devido ao inventor
Gerhard Gentzen).

13



2. Logica proposicional

Como concluir?

Ainda n&o sabemos como chegar na conclusdo: Os exemplos foram analisados
intuitivamente.

Regras de prova nos liberam dessa situagao! Lembre-se do exemplo:

p—q,pkq

Esse seqiiente pode ser justificado usando a regra eliminacdo da implica¢do:
> PV

v
Regras como essa tentam de modelar o nosso raciocinio; por isso, um raciocinio
seguindo essa regra (e as outras que nos vamos ver em breve) se chama deduc¢do
natural.

—e

Notacao para regras
Em geral, as regras tem a notagao

P PP,
—————  nome
C
com premissas Pj, Ps, ..., P, e conclusao C. Para referir-se a uma regra em

provas, ela tem um nome.
Observe que o caso n = 0 é possivel. Uma regra desse tipo ndo tem premissas
é esta chamada axioma. Escrevemos

nome

Teoremas e formulas equivalentes
e Um seqiiente que nao depende de premissas
F o
se chama teorema.
e Se temos duas féormulas ¢ e ¥ tal que

-
UEHo

eles sdo equivalentes (em termos de provas). Escrevemos também

S H- T

14



2.3. Teoria de provas

Falta um conectivo?

e Quais sao os conectivos da logica proposicional?

o N\, V, 1, —

e E p < ¢ (o bicondicional)?

e E uma abreviacao para (p — ¢) A (¢ — p)
Observe que nossa definicao da linguagem formal da légica proposicional nao
contém <. Por isso, p <> ¢ formalmente nao é uma férmula, mas uma abre-
viagdo na meta-linguagem, i.e. na linguagem que nos estamos usando para
trabalhar com a légica. Essa diferenca é devido objetivos diferentes no uso da
logica: Se queremos aplicar a 16gica na modelagem de sistemas, é conveniente
de ter uma sintaxe rica, que simplifica a descrigao. Do outro lado, se queremos

provar teoremas sobre a ldgica, o trabalho é menos se a definicao da logica é
a mais breve possivel.

Regras para a conjuncao

e Introducao da conjungao
o U

OAT
O tanque esta vazio. O motor funciona. Logo, o tanque esta vazio e o

motor funciona.

i

e Eliminacao da conjuncao
dATY PAT

/\61 /\62

P v
O tanque estd vazio e o motor funciona. (a) Logo, o tanque estd vazio.
(b) Logo, o motor funciona.

Arvores de prova
Provamos um seqiiente composto

p,q,m s (pAq)A(rAs)

Usando a introducao de conjuncao multiplas vezes, obtemos uma &arvore de

prova:

P q r s
N Ni
PAq rTASs

(PAg) A (rAs)

i

15



2. Logica proposicional

Notacao linear

Para provas mais complicados, arvores de prova ficam complicado. Uma al-
ternativa é uma prova linear, com referéncias:

1 p
q
r
S
PAgq
rAs

~N O Uk W N

premissa
premissa
premissa
premissa
NAil, 2
Ni3, 4

(p/\q)/\(T/\S) /\i5a6

Exemplo: Associatividade

pA@AT)E(AG AT (2.1)
1 pA(gAr) premissa
2 p Ney 1
3 gAT Ney 1
4 q Ne, 3
5 T Ney 3
6 pAq Ni2,4
7 (pAg) AT N6,5

e Logo, pA(gAr)E (pAg) Ar évilido.

e Eainversa (pAg)ArtpA(¢Ar)? Também (Exercicio!).

pA(gAr) A= (pAT) AT

e Por isso, “A ¢é associativo.”

Exemplo: Comutatividade

pAgEqAp (2.2)
premissa
Ney 1
Ney 2
Ai2, 3

e LogopAgFqgAnp.

e A inversa obviamente é valido também; brevemente: “A é comutativo”.

16



2.3. Teoria de provas

Regras para negacao dupla

e Eliminacao da negacao dupla

—|—|¢
—_— T

)

€

Nao é que o motor nao funciona. Logo, o motor funciona.

e Introducao da negacao dupla

P

1
—|—\(b

O tanque esta vazio. Logo, nao é que o tanque nao esta vazio.

Exemplo
1 —=(pAq)
2 pAq
3 P
4 q
5 -p
6 g
7 =p A g

premissa
_|_|el
Ne, 2
Ney 2
ﬁﬁi?)

Ai5, 6

Logo, =—(p A q) F ——p A =g é valido.

Eliminacao da implicacao
A eliminagdo da implicagdo também é conhecida como modus ponens: Sa-
bendo que ® implica ¥ e ® é correto, ¥ tem que ser correto também.

d® -
v

—e

O motor funciona. Se o motor funciona, o carro anda. Logo, o carro anda.

Exemplo
O seqiiente p,p — ¢,p — (¢ — r) b r é vélido?

S T W N =

p

p—q
p—(qg—r)
q—r

q

r

premissa
premissa
premissa
—e 1,3
—e 1,2
—e 0,4

17



2. Logica proposicional

Modus tollens
Uma outra possibilidade da eliminacao da implicagao é o raciocinio seguinte:
Sabendo que ® implica ¥ e também ¥ é correto, & nao pode ser correto.
d—-T U
-

Se o motor funciona, o carro anda. O carro nao anda. Logo, o motor nao
funciona.

MT

Exemplo
p— ¢, qFp
1 p — —q premissa
2 q premissa
3 —|—|q it 2
4 -p MT 1,3

Introducao da implicacao
O raciocinio da implicagdo p — q e

Se p é verdadeiro, entao ¢ é verdadeira.

Nesta situagao nao sabemos se p é verdadeiro. Entao, como introduzir uma
implicacao?

Se suponhamos temporariamente que p é verdadeira, e, usando essa hipé6tese
podemos justificar ¢, a introducao da implicacao p — ¢ € justificada também.
Temos que diferenciar entre premissas é hipOteses. Para isso, usamos uma
caixa:

<P

v
_
(O

As hipéteses sao proibidos de fugir da caixa!

Compare a regra da introducao da implicagdo com um raciocinio comum na

matematica. Por exemplo, queremos provar a proposicao “se x > 0 entdo

x > —17, i.e. a implicagdo x > 0 — = > —1. Um raciocinio tipico e Prova.

Suponha z > 0. Como 0 > —1 (isso é um axioma) e com a transitividade de
> temos x > 0 > —1. |

i

18



Exemplo: Distribuicao

—
o

1

© 00 O Uk Wi

p—qAT premissa
P hipétese
qnNT —e 2,1
q Ne, 3
pP—4q —i2—4
P hipétese
gnT —e 2,1
r Ney, T
p—r —; 6-8
P—=aANp—r) Nb9

2.3. Teoria de provas

Logo, p — gAr+ (p — q) A (p — r) é valido ou brevemente “— distribui
sobre A”.

Exemplo: Transitividade

O seqiiente p — ¢q,q — r = p — r é valido?

Uk W N =

6

p — q premissa
q — r premissa
P hipétese
q —e 3,1
r —e 4,2
p—r —i35

Logo, p — q,q — r F p — r é vélido (“a implicacdo é transitivo”).

Exemplo
p — (g — p) é um teorema?

U W N =

P hipétese
q hipétese
P copia 1
q—p —i 2-3
p—(@—p —ilH4

e Como a introdugao de implicacdo no passo 3 tem que acabar com p,

precisamos uma cépia.

e E permitido de copiar férmulas de fora de uma caixa para dentro (mas

ndo na outra diregao!)

e Anotamos “cépia” com uma referéncia da linha fonte.

19



2. Logica proposicional

Introducao da disjuncao

)
[RVAY

O motor funciona. Logo, o motor funciona ou o tanque é vazio.

i

v
[RVAY

O motor funciona. Logo, o motor funciona ou o mundo é um disco.

iz

Eliminacao da disjuncao

o v
PV | y %
Ve
X

Se eu ganho no loto, eu fico rico. Se eu herdo muito dinheiro, eu fico rico.
Ganho no loto ou herdo muito dinheiro.

Supondo, eu ganho no loto, logo, eu fico rico. Supondo, eu herdo muito
dinheiro, eu fico rico.

Logo, eu fico rico.

Exemplo: Distribuicao

pA(@Vr)E(AQV(PAT) (2.3)

1 pA(gVr) premissa

2 p Ney 1

3 qVvr Ney 2

4 q hipdtese

5 pPAq Ni2,4

6 (pAg)V(pAT) Vyb

7 r hipétese

8 pAT Ni2,7

9 (PAQV(pAT) V3,8

10 (pAQ)V(PAr) Ve3,4—6,7—9

LogopA(gVr)E (pAq)V (pAr), ou brevemente “A distribui sobre V7.
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2.3. Teoria de provas

Introducao da negacao

e Se alguma hipdtese permite deduzir uma contradi¢ao, podemos concluir
que a negagao dessa hipdtese tem que ser vélido.

e Esse tipo de raciocinio se chama reductio ad absurdum.

4
1
~®

Eliminacao da negacao
e Qualquer féormula de forma ¥ A =W é uma contradi¢do.
e Escrevemos | para a contradigao.

e Se encontramos uma férmula e a negagdo dela, podemos concluir uma
contradicao.

v v
1L

e

O carro anda. O carro nao anda. Logo, temos uma contradigao.

Exemplo: Contraposicao

1 p—q premissa
2 g hipétese
3 P hipdtese
4 q —e 3,1
5 i —e 4,2
6 —p - 3-5
7 g —p  —i2-6
Logo
p—qk-q—-p (2.4)

O objetivo da prova acima e mostrar o uso de —; e L. Usando o modus tollens
obtemos a prova mais simples

1 p—q premissa
2 —q hipétese
3 -p MT

4 —q—-p —i23
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2. Logica proposicional

Eliminacao da contradicao

e Dado uma contradicao podemos concluir qualquer coisa.

e A eliminacdo da contradigdo é uma das regras pouco intuitiva.

- 1

@ e
O mundo é redondo. O mundo nao é redondo. Logo, a grama é azul.
Essa regra também estd chamada “o lei de Duns Scotus”. Ela é uma das
regras menos intuitivas. Um jeito de pensar sobre a regra é que se existe um
“mundo” que permite a corretude de uma férmula e a sua negacao, esse mundo
é “cheio” demais: Com uma hipdtese dessa, podemos concluir tudo. Por
isso, uma ldgica que tem essa caracteristica as vezes é chamada explosiva. O
exemplo também mostra a falta de relevancia entre as premissas e a conclusao.
Loégicas relevantes exigem um vinculo desse tipo.

A arte de construir provas
e Primeiro, escrevemos as premissas em cima e a conclusao em baixo.
e Agora, o objetivo é de encher o espago em branco entre os dois.
e Quais regras de prova podemos aplicar as premissas?

— Tem um A? Usa Ae, 0U Ae,.

— E provével de precisar uma conjuncao das premissas? Usa A;.

Tem um V? Da para eliminar com V.7 Qual seria uma conclusao
que ajuda?

— Ajuda de introduzir um V? Qual seria a outra férmula que ajuda?
e Quais regras de prova ajudam em chegar na conclusao?

— A conclusdo é & — U? Usa —; e tenta de chegar a ¥ de ®.

— A conclusao é V? Talvez V. ajuda; ou: supOe a negacao e tenta
PBC.
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Gerhard Gentzen

4 B ALV AEDB x B 1y e

A& B A B AVSE AVB ] [

AR AB EE EB
[&a]

_Ba_ vigz Fa 3rf: €

vigz Ta EED L €

FE FB NE NB

(2] (2

B AA-B A A~y A

ASB B =9 A D

Untersuchungen tber das logische Schlielen I,
Mathematische Zeitschrift, 39(1934), 176-210.

Regras derivadas

Modus tollens

O modus tollens é uma regra derivada:

1 $ — ¥ premissa
2 -U premissa
3 P hipétese
4 v —e 1,3
5 il —e 4,2
6 -P -; 3-b

Introducao da negacao dupla

Também a introducao da negacao dupla pode ser provada:

1 P premissa
2 P hipotese
3 1 - 1,2

4 =P

Eliminacao da contradicao

Até 1. podemos provar:

2.3. Teoria de provas

Gerhard Gentzen
(*1909, +1945)
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2. Logica proposicional

-q—p —;45
-p—q Lema 2.4
q _>e 377

1 pA-p  premissa
2 p Ney

3 P Ney

4 g hipétese
5 P copia 2
6

7

8

Prova por contradicao

O que podemos concluir, se a negacao de alguma férmula implica uma con-
tradigao: =® — 17?7

1 -® — | premissa
2 -P hipdtese
3 1 — 1,2
4 =P - 2-3

5 ) e

Se uma férmula negada implica uma contradigao, a formula tem que ser valido.
Isso é um lei importante, que justifica uma regra de “prova por contradi¢ao”

jCI)

1
®

PBC

O exemplo também mostra que com uma prova L a partir de =® podemos
concluir -® — 1 (usando —;). Isso é um fato mais geral, que vamos usar mais
adiante: ® - W significa que tem prova de ¥ usando ®, e com isso, - & — ¥
tem que ser valido também. Em geral, com ®4,...,®, - ¥ podemos concluir

Lei do terceiro excluido

O lei do terceiro excluido (“law of the excluded middle”, “tertium non datur”)
afirma que sempre sabemos, sem premissas, que uma proposicdo ou férmula
tem que ser correto ou nao.
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© 00 O Ui Wi+

—(® V D) hipStese

d hipétese

PV P Vi, 2

L —e 3,1

- - 2-4
RV Vi, b

€L —e 6,1

(@ V-P) — 17
(ORVASTG] e 8

RV

LEM

2.3.1. Exemplos e teoremas importantes

Exemplo 1
q—rk(p—q) — (p—r)évalido?

1 q—r premissa
2 pP—4q hipotese
3 P hipé6tese
4 q —e 3,2
5 r —e 4,1
6 p—T —i 39
7 p—=qg—pmP—r) —i27
Exemplo 2
(-pVa) b p
é valido?
1 —(-pVq) premissa
2 -p hipétese
3 —pVgq Vi, 2
4 L —e 3,1
5 D PBC 24
Exemplo 3

Fp— (¢ — p) évalido?

2.3. Teoria de provas

(2.5)
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2. Logica proposicional

1 D hipotese

2 q hipétese

3 P copia 1

4 q—p —i 2-3

5 p—(g—p) —ilHA
Exemplo 4

p—q---pVq?

1 p—q premissa

2 —(—pVgq) hipStese

3 P Lema 2.5

4 q —e 3,1

5 -pVq Vi, 4

6 1 —e 5,2

7 -pVq

1 -pVq premissa

2 P hipétese

3 -p hipétese

4 € —e 2,3

5 q 1le4

6 q hipétese

7 q cépia 6

8 q Ve 1,3-5,6-7

9 p—q —i28

Comutacao, distribuicdo e idempoténcia

26

e Comutacao

e Contraposicao

e Distribuigao

pAqgiFqgAp
pVaqgi-qVp

p—qiE—g—p

pA(qVr)d-(pAg) V(pAT)

pVignr)d=(pVvon(pV

r)

(2.8)

(2.9)
(2.10)



2.3. Teoria de provas

e Idempoténcia

pAp-=p (2.11)
pVp-dp (2.12)

Exemplo: Comutacao
e pAqg-FqAp: Lema 2.2.
e p — ¢ 1 =g — —p: Lema 2.4 (contraposi¢ao).

pVq premissa
D hipétese
qVp Vi, 2

q hipétese
qVvp Vi 4

qVp Ve?2-34-5

S O W N =

Exemplos: Distribuicao
e pA(gVr)E(pAq)V(pAr): Lema 2.3.

e O contrério

1 (pAg)V(pAr) premissa
2 pAq hipétese
3 p Ney 2
4 q Ney 2
) qVvr Vi, 4
6 pA(qgVr) Ai 3,5
7 pAT hipétese
8 p Ney T
9 r Ney, T
10 qVr Vi,
11 pA(gVr) A; 8,10
12 pA(gVr) Ve 1,2-6,7-11

Exemplos: Idempoténcia
1 pAp premissa

2 p Ney
1 p premissa
2 pAp N 11
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2. Logica proposicional

Absorcao, associatividade e de Morgan
e Absorcao

(pAq)Vp-tp
(Vg Apd-p

e Associatividade

e Leis de De Morgan

Exemplo: Absorcao

1 (pAq)Vp premissa
2 pPAgq hipotese

3 P Ne, 2

4 D hipétese

5  p Ve 1,234

Exemplo: Associatividade

e pA(gAT) - (pAg)Ar: prova da equagio 2.1 e exercicio 2.7.

1 pV(gVr) premissa

2 P hipotese

3 pVq Vi, 2

4 (pVgVr Vi 3

5 qVr hipétese

6 q hipétese

7 pVq Vi, 6

8 (pVgVr Vv, 7

9 r hipétese
10 (Vg Vr Vi 9
11 (pVqg)Vr Ve b56-8,9-10
12 (pVqgVr Vel1,2-45-11

28
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Exemplo: Leis de De Morgan

1 -(pAq) premissa
2 —(-pV —p) hipbtese
3 -p hipétese
4 -pV —q Vi, 3
5 L —e 4,2
6 D PBC 3-5
7 —q hipé6tese
8 -pV q Vi, 7
9 L —e 8,2
10 q PBC 7-9
11 pAq A 6,10
12 L - 11,1
13 -pV q PBC 2-12
Exemplo de uma prova alternativa:
1 —(pAq) premissa
2 pV —p LEM
3 P hipdtese
4 q hipdtese
5 pAq A 3,4
6 L —e 5,1
7 —q PBC 4-6
8 pV-g Vi, 7
9 -p hipétese
10 -pV-g Vi 9
11 -pV-q Ve 2,3-89-10
Prova do seqiiente inversa:
1 -pV g premissa
2 pAq hipétese
3 P /\il 2
4 q A2 2
5 —pV -q cbpial
6 -p hipétese
7 P copia 3
8 1 —e 7,6
9 -q hipotese
10 q copia 4
11 L - 10,9
12 il Ve 5,6-8,9-11
13 -(pAg) PBC 2-12

2.3

. Teoria de provas
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2. Logica proposicional

Regras basicas e regras derivadas

e Nosso sistema de regras nao é minimo: Foi possivel de deduzir algumas
regras usando outr

Ve o L.

Quantas regras sao suficientes?
e Talvez mais das nossas regras sao regras derivadas?
Nao é obviou.

e Porém, foram propostas sistemas diferentes com o ob-
jetivo de achar um conjunto minimo da regras.

e Um exemplo é o sistema H do matemaético David Hil-
bert.

e Também se chama o cdlculo de Hilbert. David Hilbert
(*1862, +1943)

2.3.2. Sistemas do tipo Hilbert

A légica permite varias formalizagoes, e historicamente foram inventados di-
ferentes sistemas de prova. Sistemas de tipo Hilbert em geral tem como tnica
regra o modus ponens. Eles sao sistemas para féormulas simples e eles variam
na escolha de conectivos e axiomas. Exemplos sao

1. Sistema H; com trés axiomas

FA— (B—A) (2.20)
FMA—-(B—-C)—=((A—B)—(A—-0C)) (2.21)

2. Sistema Hy com um axioma (Meredith):

(A= B) = (-C - -D)) = C) = E) = (E — A) — (D — A))
(2.23)
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2.3. Teoria de provas

Historicamente, esse tipo de sistema foi inventado primeiramente e serviu
para a formalizagdo da légica. A desvantagem dessas formas é que eles séo
pouco intuitivas: eles nao modelam o raciocinio usado na matemaética e pelos
humanos em geral.

O sistema H

axy

A— (B—A)

aXo

(A= (B-0)—=(A—=B)=(A=0)

axs

A A— B

B

_>e
e Observe: Nao tem regras para A e V!

e O sistema usa AAB =q¢f 7(A — —B) e AV B =4t ~A — B (Exercicio:
Prove a equivaléncial!)

Observacoes sobre H
e Como saber que H é equivalente a nosso sistema?
e Usando as regras de H, prova as nossas regras.

e Usando as nossas regras, prova as regras de H

Poder de nosso sistema
e Reconhecemos algumas regras: —, é o modus ponens,
e axr; é um teorema em nosso sistema.
e axs é parecido com a regra 2.8. Usando ——; e ==, obtemos uma prova.

e E axy?
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2. Logica proposicional

1 A— (B—C) hipétese
2 A— B hipétese
3 A hipétese
4 B e 3,2
5 B—C —e 3,1
6 C e 4,5
7 A—-C —i 3-6
8 (A—-B)—(A—C) —i 27
9 A= (B=0) = (A=B = (A=0) — 13
Poder do H

e E possivel de obter o contrario também: Usando os axiomas de H po-

demos provar as nossas regras.

Exemplos: Transitividade e auto-implicacao

Trans: 1 A— B premissa
2 B—C premissa
3 (B—C)— (A—(B—C0C)) axy
4 A— (B—C) —e 2,3
5 (A= (B—C)—(A—B)—(A—C)) axs
6 (A—B)— (A—0) —e 4,5
7 A—C —e 1,6
Auto-implicagao: 1 A= (A=A —-A)) - (A->(A—A)—>(A—A) ax
2 A—-(A—A)— A axi
3 (A= (A—A)—(A—A) —e
4 A—(A—A) axi
5 A— A —e

Exemplo: A regra ——,

—

——A — (A — A)
——A — —=A

© 00O U WN

A A

2.3.3. Arvores de refutacdo

Provas

——A — (- mA - --A)

(m——=mA - ——mA) 5 (RA — amA)
(ﬁA — ﬁﬁﬁA) — (ﬁﬁA — A)

——A - (mA — ———A)

(=A - (=—=A - A)) — ((—\—|A — ==A) - (——A — A))
(—mA - —A) - (A — A)

axi

axs

axs

Trans 1,2

Trans 4,3
Auto-implicagao
axg

—e 5,7

—e 6,8

Como provar ou refutar um seqiiente? Temos duas possibilidades:
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2.3. Teoria de provas

e Na teoria das provas: Busca uma prova. Ou: Busca uma contradigao.

— Vantagem: Formulas arbitrarias podem ter uma prova curta.

— Desvantagem: N&o podemos construir provas (curtas) s6 mecani-
camente: as vezes precisamos criatividade.

e Na semantica: Construi uma tabela de verdade.
— Vantagem: Construgdo mecanica — a légica proposicional é de-

cidivel.

— Desvantagem: Trabalho exponencial.

Introducao

e Arvores de refutacdo ou tableaur é um sistema de
prova alternativa.

e Idéia: Se ®4,...,P, - ¥, entdao ®1,...,P,, -V L.

e Logo, vamos procurar sistematicamente para uma con-
tradicao.

e Se encontramos uma contradigdo em todos os casos
~ . . ,  Evert Willem Beth
(todos os casos s@o inconsistentes), o argumento é (¥1008,+1964)
valido.

e Se encontramos um caso que ¢é consistente (sem con-
tradicao) o argumento nao pode ser vélido.

Raymond Merrill
Smullyan (*1919)

Arvores

33



2. Logica proposicional

O=<~—

e Uma drvore consiste em nds (internos ou folhas), arestas, e ramos.

e Em arvores de refutacao usamos os nés para férmulas.

O algoritmo
Para testar um seqiiente, procedemos assim:

T1. Init Construi uma Aarvore inicial, que consiste em um ramo sé. Cada
premissa e a negac¢ao da conclusao é um né.

T2. Expansao Enquanto existe uma férmula, que néo foi expandida seguinda
as regras, expande ela (e marca ela “expandida”).

T3. Invélido? Se um ou mais ramos sdo consistentes: Imprime “O argumento
nao é valido” e para.

T4. Valido? (Aqui, todos ramos sdo inconsistentes) Imprime “O argumento

é véalido” e para.

Exemplo: Regras para a implicacao
Por exemplo, a implicagao tem os seguintes regras:

a—b —(a —b)
ﬁa/ \ b clz
!
—b
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2.3. Teoria de provas

e A regra na esquerda diz: Se temos um né com férmula a — b, expande
cada ramo em baixo na folha com dois ramos; um com uma folha para
—a e um com uma folha para b.

e A regra na direita diz: Se temos um né com férmula —(a — b), expande
cada ramo em baixo dessa férmula com dois nds a e —b.

Implicacao: Exemplo

a—bb—cka—c?

a—b
b—c
~(a—¢)
a

-C
—a / \ b
L
—-b h C /ﬂb\ C
X X X X

Sim!
Implicacdao: Modus ponens

p—q,pkq?
P—q

Sim!

Implicacdao: Modus ponens
Funciona sem premissas também?

Fp—p?

=(p—p)
p
-p
X
Sim!
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2. Logica proposicional

Observacoes

e As regras para construir arvores de refutacdo aplicam-se somente a
férmulas inteiras, e nao a subférmulas.

e O resultado nao depende da ordem de aplicagao das regras.

e Intuitivamente, se aplicamos uma regra a uma férmula, se essa férmula
é verdadeira em uma interpretagdo, ao menos um ramo contém uma
férmula verdadeira.

Também temos as seguintes técnicas praticas:

e Se nos encontramos a € —a em um ramo, podemos fechar o ramo imedi-
atamente.

e Uma refutacao se torna mais eficiente se aplicarmos primeiramente as
regras que nao levam a uma bifurcacao.

Nocoes

e Um ramo é fechado, se tem férmulas a e —a em dois nés. Marcamos um
ramo fechado com x em baixo dele.

e Senao o ramo é em aberto. Marcamos um ramo em aberto com ®.

e Um tableau é completa, se todas regras que se podem aplicar sao apli-
cados.

e Um tableau é fechado, se todos seus ramos sao fechados.

Assim, nosso algoritmo lé-se:

T1. Init Construi uma arvore inicial, que consiste em um ramo sé. Cada
premissa e a negac¢ao da conclusao é um né.

T2. Expansao Enquanto a tableau ndo é completa, escolhe uma férmula e
aplica a regra correspondente (e marca ela “expandida”).

T3. Invdlido? Se o tableau nado é fechado: Imprime “O argumento nao é
valido” e para.

T4. Valido? (O tableau é fechado) Imprime “O argumento ¢é vélido” e para.

36



2.3. Teoria de provas

Regras

Regra para a negacao

]
Q<——
IS

Exemplo: Negacao

p—qk —q— —p?
p—4q

Sim!

Regras para a conjuncao

~(aAb)
/ \

-a —-b

S<=——Q=<— >

Exemplo: Conjuncao
P A\ -p = q?

PATD
-q

-p

Sim!
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2. Logica proposicional

Regras para a disjuncao

aVvb =(aVb)
a/ \b J’a
!
—b

Exemplo: Lei de De Morgan
=(aAb) F —aV —b?

—(a AD)
=(—a V —b)

—Q

Sim!

Achar contra-exemplos

e Osramos abertos de uma drvore completa mas nao fechada (“nao valida”)
contém contra-exemplos.

e Cada ramo em aberto corresponde a um contra-exemplo.
e Para construir um contra-exemplo usando um ramo aberto

1. Se ele contém um literal p, define p verdadeiro.
2. Se ele contém um literal —p, define p falso.

3. Se, para alguma proposicao p, ele contém nem p nem —p, define p
arbitrario.

38



2.3. Teoria de provas

Exemplo 1

p—qkp——q?

p—q
-p
—|—|q
q
© X
Nao: p ¢ p—q —p——q
f v v f
Exemplo 2
p—rVs,rAs—qgkp—q?
p—rVs
rANs—gq
=(p—q)
p
/ﬁq\
-p rVs
X / \
=(rAs) q
/ \ X
-r -8
re s P N
X ® ® X
Nao: p g r s p—rVs rAs—q,p—q
v f f v v A% f
v v f v v f

Consisténcia e completude?
O método de arvores de refutagao é

e consistente: se um seqiiente foi refutado (o tableau fecha), ele é valido
semanticamente.
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2. Logica proposicional

e completo: se um seqiiente é valido, tem refutagao.

Veja capitulo 2.5.

Exemplo 1
p—ak—(pAq)?
1 p—4q premissa
2 —-—(pAq) negacao da conclusao
3 pPAg —=2
4 p N3
) q N3
6 p= g —1
7 X ©)

O seqiiente nao é valido. Um contra-exemplo é p = q = v.

Exemplo 2
pV(gAr)E (Vg ApVr)?

1 pV(gAT)

2 —((pvg A(pVvr))

3 zpi/ Ty

4 =(pVvgq ~(pVr) q

5 -p -p T

6 ¢ - =(pVq) =(pVvr)

7 X X -p —p

8 —q —r
X X

O seqiiente ¢é valido.
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2.4. Teoria de modelos

Exemplo 3
g—rkEp—q —(p—or)?
1 q—r premissa
2 “((p—q)—(p—r) negacao da conclusio
3 p—q - — 2
4 -(p—r) -—2
5 p - —4
6 -r e d 4
S Y -3
8 X / \
9 -q r — 1
10 X X
A seqiiente é valido.
2.4. Teoria de modelos
Introducao
e Na primeira parte vimos regras de dedugao para provar sequientes p1, pa, ..., pn F
c.

e As regras funcionam sintaticamente s, sem “saber” o que os simbolos
significam (mas as provas precisam de criatividade).

e Intuitivamente, as férmulas tem uma interpretacdo com de wvalores de
verdade

— Uma proposigao atémica pode ser verdadeira (v) ou falsa (f).

— Podemos definir a verdade (ou falsidade) de uma férmula usando
os valores de verdade das proposicoes atomicas.

e A relacdo de conseqiiéncia semantica

P1,P2,---3Pn ): c

afirma que a premissas justificam uma conclusao baseado nesses valores
de verdade (¢ é uma conseqiiéncia de p1,...,pp)-
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2. Logica proposicional

Semantica da conjuncao

e Com proposigdes p e g que podem ser verdadeira ou falso, o que significa

pAq?

A intuigdo é que p A ¢ é verdadeira se ambos, p e g sdo verdadeiros e
falso senao.

Assim, definimos o seguinte tabela de verdade para A

d ¥ PAV
A
fooo f
v f

Cada combinacao de valores de verdade para as proposigoes se chama

uma, atribuicdo ou valoracao.

Quantas atribuigoes tem com n proposicoes?

Com trés proposicoes temos 22 = 8 atribuicoes possiveis. Em geral, n pro-
posicoes permitem 2" atribuigoes, porque para cada proposicao podemos es-
colher verdadeira ou falso independentemente.

Exemplo: Férmula composta

p g T qgAT pA(gAT)
rr f f f
ff v f /
v f f /
f v v v f
v f f f f
v f v f f
v v f f /

Exemplo: Notacao alternativa

Um jeito mais compacto de escrever a mesma coisa (Quine):
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S >
SEES N ey
R R S >
SN e N )

Semantica da disjuncao

2.4. Teoria de modelos

e Uma disjuncdo de p e ¢ é verdadeira, se p ou ¢ (ou ambas) sdo verda-

deiras.

e A tabela de verdade correspondente é

> v VU
7 !
f v v
v f v
VoW v
Exemplo
pA(gVr)E@AgV(pAT)?
p g r gVr pAg pAr pA(Vr) (pAQV(pAT)
forr r ! ! f f
fof v v f f f f
foo f v f f f f
A f f f f
v f f f f ! ! f
v f w v f v v v
v v f v v f v v
vov v v v v v v

Semantica da implicacado

e Suponhamos p — gq.

e Se p é verdadeira, ¢ tem que ser verdadeira também para p — ¢ ser

verdadeira; senao p — ¢ tem que ser falso.
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2. Logica proposicional

e O que podemos dizer quando p é falso?

d v -0
[ f v
f v v
v f f
voow v

Semantica da negacdo e das constantes

® -9
f v
v f
L
f
T
v
Exemplo 1

(p— —q) — (q¢V —p).

P ¢ —p —q p——qg qVop (p——q) = (qVp)
f f v v v v v
f v v f v v v
v f f v v f f
v v f f f v v
Exemplo 2

Teorema conhecido: —=(p A ¢) 4- —p V —¢

g —p —q¢ pAg —(pAg) —pV—q
f v v f v v
v f f v v
f f v f v v
vov f f v ! /

Observe as ultimas duas colunas!

S =T

O exemplo acima mostra, que féormulas equivalentes tem o mesmo valor de
verdade para todas atribuigoes. Por isso, as ultimas duas colunas sao idénticas.
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2.4. Teoria de modelos

Exemplo 3
Seqiiente conhecido: p Ap — gt q

P 9 p—q pAp—q

fFor v f
frooow f
v f T f
v v v

Esse exemplo mostra, o que acontece, se nao temos uma equivaléncia. ¢ é uma
conseqiiéncia de p A p — ¢, mas o contrario nao é verdadeiro. Por isso, para
cada atribuicao tal que p A p — ¢ é verdadeiro, ¢ é verdadeiro também. Mas
nem sempre quando g é verdadeiro, pAp — ¢ tem que ser verdadeiro também.

Atribuicao e interpretacao
e Temos valores de verdade B = {v, f}.

e Uma atribuicao mapa atomos para valores de verdade

A Atom — B

e Uma atribui¢do pode ser estendida para uma (dnica) interpretagao

[]4:L—B.

Definicao da interpretacao
Para férmulas ®, ¥ € L e proposigdo p € Atom arbitrarios

[p] 4 = Alp)
[Tla=v
[[J—HA =f
[[ﬁq)]]A = ﬁ[[q)]]/-l
[@AP],=[2]0 A [P]A
[@v ‘I’HA = [[‘I)]]A v [[‘I’]]A
[ — U], =[2]4 — [Y]4

Observe que os conectivos na defini¢do do [-] , tem dois significados diferen-
tes. No lado esquerdo, eles ocorrem como simbolos em férmulas da légica de
predicados. No lado direito eles denotam fungoes sobre valores de verdade que
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2. Logica proposicional

foram definidos com tabelas de verdade. Isso é um tipo de sobrecarregamento
(inglés: overloading), que nao causa problemas, porque geralmente é claro do
contexto se um conectivo denota um simbolo ou uma funcao. Em caso de
davidas podemos diferenciar com nomes diferentes, por exemplo escrevendo
A para o simbolo, e A para a funcao.

Exemplo 4
Com A tal que A(p) =v e A(q) = f temos

[pAala=f
[-pV—q]s=f

O

Uma outra notagdo comum é A = & (1&: a atribuicdo A é um modelo de
®). Ela se chama relagdo de satisfacdo é significa que dado a atribuigdo A a
férmula ® é verdadeiro.

Defini¢ao 2.2 (Relacao de satisfagao)

A= [2],=v

A relacao de consegiiéncia semantica

e Os exemplos sugerem a seguinte defini¢ao de =

e Se, para cada atribuicao A, tal que @4, ..., ®, sao verdadeiras ([®;] , =
v), ¥ também ¢é verdadeiro ([¥], = v), escrevemos

By,..., 0, =

(1&: @q,...,P, modelam ¥)

E se chama relagdo de conseqiiéncia seméantica.

e Uma férmula é verdadeira em todas interpretagoes é uma tautologia
(escreve: = ®).

e Se temos @ =V e U |= @, as férmulas sdo semanticamente equivalentes

(escreve: & = V).
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Revisdo da terminologia (Referéncia)

Dedugao natural
Simbolo O F

2.4. Teoria de modelos

Semaéantica

=

O Relagao de dedutibilidade
Seqiiente

P1,---,pnq | p; portanto q
é valido

Oq q é um teorema

Operadores binarias

Relag@o de conseqiiéncia (semantica)

p; modelam ¢

é correto
q é uma tautologia

Em geral, uma tabela de verdade para operadores bindrias (com dois argu-
mentos) é determinada com quatro valores de verdade:

p
f
f

(%
v

q
f

v

f

v

pog
a
b
c
d

Quantos combinagoes de a,b,c e d tem? Ou, equivalente, quantos operadores

binarias sao possiveis?

Operadores binarias (Referéncia)

Tabela Notagao Simbolo Nomes

abcd

frff f Contradicao, falsidade, constante f

fffv Pq,p N q, p&q A conjuncio, e

ffof pAGPDalp>d,p—aq Nao-implicago, diferenga, mas nao

ffov D Projegdo & esquerda

foff PpANa,pZ q Nao-implicagao inversa, nao... mas

fofo q Projecdo & direita

fouf p®a,pZa,pPa @ Disjuncgao exclusiva, Nao-equivaléncia, “xor”
fovv pVaq,plg v Disjuncgao, ou, e/ou

vfff PANG,PVqg, pVg,plqg v Nao-disjungdo, joint denial, nem ... nem
vffv P=4, P q,peq > Equivaléncia, se e somente se

vfuf q,—q,'q,~ q Complementagao a direita

vfov pVapCaqp<aqlp>adql,p? — Implicagdo inversa, se

vuff P, =P, !'p,~ p Complementagdo & esquerda

vufo pPVag,pDa,p=aq,[p <4qlqP — Implicagido, somente se, se ... entdo

vov f pVdad,pAgq,pAg, pla A Nao-conjuncgao, nao ... e, “nand”

vvvv v Afirmacao, validade, tautologia, constante v

Sobre dois proposigdes p e ¢ com dois valores de verdade
sao possiveis. Os seis operadores ffff, ffvv, fofv,vfvf,vvff,vvvv sao de
pouco interesse: eles dependem s6 de um ou nenhum argumento. Nao todos os
outros dez operadores sao independentes, por exemplo os conjuntos {A, V, -}
ou {V} sédo suficientes para definir as outras operagoes.

Exemplos

22><2

Fonte: [0]
= 16 conectivos

e A e V s@o importantes, porque uma tnica operacao é suficiente para

definir as outras.
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2. Logica proposicional
e Por exemplo —p = pAp, p A g = (PAQ)A(pAG), pV ¢ = (pAp) A (9Ag)
e @ (“ou exclusivo, xor”) tem varias aplicagoes:
— “Brincadeiras” conhecidas sao a troca de duas varidveis (z := = @
Yy =y dx;x = x Py) ou criptografia ingénua (com chave c:
x; = x; B ).

— Outras aplicagoes usam que z @y = (z +y) mod 2.

Discussao
Tabeles de verdade

e Com tabelas de verdade é mais facil de analisar a relacao de conseqiiéncia
(seméantica) porque a avaliagdo funciona mecanicamente.

e Podemos escrever um programa para avaliar seqlientes.

e Do outro lado, o tamanho de trabalho é exponencial no niimero das
proposicdes: Testando 10° proposicdes por segundo, a andlise de uma
férmula com 60 proposigoes ja demora mais que 30 anos...

e Em comparacao usando dedugao natural, provas com 60 proposigoes sao
possiveis.

e Mas ainda nao é claro: e |= sdo a mesma coisa?

2.5. Adequacao e decibilidade

Temos duas nogoes de conseqiiéncia: a dedutibilidade F da teoria de provas e
a conseqiiéncia seméantica |=. Uma caracteristica desejivel é que essas nogoes
fornecem os mesmos resultados: digamos que um sistema de prova tem que
ser adequado para uma logica. A adequagdo é a combinagdo de duas carac-
teristicas. (i) Uma conseqiiéncia semantica deve ter uma prova e (ii) se temos
uma prova, o que foi provado deve ser semanticamente correto. A primeira ca-
racteristica se chama completude, a segunda consisténcia. Podemos definir-los
como

Definicao 2.3
Um sistema de provas que define uma relagao de dedutibilidade F é chamado

completo, sse EA=FA
counsistente, sse FA=EA
adequado, sse FA=FEA
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2.5. Adequagao e decibilidade

(Observe que “sse” significa “se e somente se”.)

E importante de enfatizar a diferenga entre as duas nocoes. A semaéantica
formalize nossa intuigdo da verdade. O que chamamos uma conseqiiéncia
semantica é a observacao que, sempre quando as premissas sao verdadeiras, a
conclusao também é. Do outro lado, um sistema de prova tenta de capturar
essa intuicdo em um conjunto de regras sintaticas. A priori ndo é obviou que é
possivel de achar tal sistema. Nesse capitulo vamos ver que a deducao natural
de fato é um sistema de prova adequado para a logica proposicional.

Relacao entre as relacoes

e Duas caracteristicas importantes da légica proposicional estao em aberto:

e Uma prova corresponde com a semantica? A deducao natural é consis-
tente se
@1,...,(1)n F\I’:>(I)1,...,(I)n ':\I/

e Cada conseqiliéncia seméantica correta tem uma prova? A deducdo natu-
ral é completa se

By, B U= Dy, B, T

Duas caracteristicas

Primeiro, vamos provar dois teoremas que sao importantes para estabelecer a
consisténcia e a completude da légica proposicional mais adiante.

Teorema de deducao

Teorema 1 (Teorema de dedugdo, Herbrand)
Para premissas p1,...,p, € L e conclusao ¢ € L

(P1,p2, - b )= (Fpr—(p2— - (Pn = ¢)--)) (2.24)

Prova. Seja

P(n) = ((pr,p2, -, pn b ) = (Fp1 = (pa = - (pn = ¢)--+))).

Base: P(0) significa - c=F c.

Passo: Suponha P(n). Suponha mais que (p1,p2,...,Pnt+1 b ¢). Logo, temos
uma prova com premissas pi, . .., prr1 € com conclusao ¢. Com isso, podemos
construir a seguinte prova:
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2. Logica proposicional

1 p1 premissa
premissas
n Pn premissa
n+1 Dn+1 hipétese
. e (cépia da prova)
m-1 c
m Pn+1 — €
Logo, p1,...,Pn F Pny1 — ¢, e usando a hipdtese da indugio, obtemos P(n +
1). |

(Veja também exercicio 2.13.)

Observe que nessa prova usamos a implicacao — da légica proposicional e
também uma implicacdo = na meta-linguagem (a linguagem em que nos es-
tamos discutindo a légica proposicional).

O segundo teorema é o equivalente seméantico do teorema 1.

Relacao da conseqiiéncia légica e implicacao

Teorema 2
Para premissas p1,...,p, € L e conclusao ¢ € L

(P1,p2;--spnEC) = (Fp1r— (p2 — - (Pn —¢)-++)) (2.25)

Prova. Queremos provar a propriedade

P(n) = ((p1,p2,---sonEc)=(Epi— (p2— (o —¢)-++)))

com indugao.
Base: P(0) significa = ¢ == ¢, que obviamente é verdadeira.
Passo: Temos que provar P(n) = P(n + 1). Suponha P(n). Para provar
P(n + 1) suponha mais
(%) Pro- e puss .

Entdo, p1,...,0n &= (Pnt1 — ¢) é correto, por andlise de casos: Sejam
P1, ... pn verdadeiras em alguma interpretacao. Caso (i): Se p,41 ndo é verda-
deira nessa interpretagao, a implicagao é verdadeira. Caso (ii) Se p,+1 é verda-
deira nessa interpretagao, usando (), ¢ é verdadeira e logo p,+1 — ¢ também.
Por isso, aplicando a hipétese da inducao para p1,...,p, = (pnt1 — ¢) obte-
mos [=p1 — (p2 — =+ (Pn —¢)++). u

2.5.1. Consisténcia

Teorema da consisténcia
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2.5. Adequagao e decibilidade

Para premissas ®1,...,®,, € L econclusao ¥ € L:

Rascunho da prova:

Se (I)l,..

e Vamos usar indugao completa sobre o comprimento da prova.

@, U é valido,

e Analisando um prova do tamanho n, sabemos que todas as provas de
tamanho menos que n produzem seqiientes que também sao semantica-
mente corretos.

e Por isso, nos vamos analisar caso a caso a tultima regra aplicada na
prova e argumentar que, como as premissas da regra sao conseqiiéncias
semanticas, a sua conclusao também é.

e Em seguido, vamos formalizar essa idéia e mostrar trés casos.

Prova (1)
A propriedade P(k) que queremos provar é

Para cada seqliente @1, ®o, ..
(I)la (I)Qa <

., @, E ¥ é correto.

A prova é com inducao sobre o comprimento k > 1 de uma prova.
Base: Temos uma prova com comprimento k£ = 1. A tnica prova possivel é

1

® premissa

., @, F ¥ com uma prova de k linhas,

porque todas regras nao-derivadas tem premissas, e o seqiiente em consi-
deracao tem que ser ® - ®. Neste caso temos também ¢ = O.

Prova (2)
Suponha P(i) para ¢ < k: queremos provar P(k). Suponha, que temos uma

prova de ®q, ..

1
2

n

k

]
o,

@

v

., ®, F ¥ com k linhas da seguinte forma

premissa
premissa

premissa

(justificagao)

Qual é a ultima regra aplicada? Nossa andlise vai considerar todos casos.
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2. Logica proposicional

Prova: O caso A
Suponha a ultima regra foi

k \Ifl /\\IIQ /\i kl,k2

Por defini¢ao das regras: k1 < k e ko < k. Logo temos provas parciais

@17...,@"F\Pl; (Dl,...,(I)RF\I’Q.

Aplica a hipétese da inducao

(I)lv"'vq)n':\:[ll; (I)la"'aq)n':\IJZ

Em outras palavras: Se ®1,...,®, sdo verdadeiras, ¥ e ¥y também.

Pela definicao de A: ¥ = Uy A Uy é verdadeira também, i.e.

By,... By = .

Prova: O caso —;
Suponha a ultima regra foi

k Uy — Wy — kike

Por defini¢ao das regas: k1 < k e ko < k.

e A caixa das linhas k1—ks comega com ¥y e termina com Ws. Com Wy
premissa adicional obtemos (em < k linhas)

By,... D, U - Uy,

e Aplica a hipdtese da inducao

Py, O, U E T (%)

e Agora seja A uma atribuigdo tal que ®q,...,P,, sdo verdadeiras. Se
[¥1] 4 = f: Pela defini¢do da implicacao [ — Uy], =v. Se [U1], =
v: Com (*) temos [Vo] = v e logo [¥y — Us], = .

e Isso mostra:
(bl,...,(bn I:\Ijl —>\I/2.
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2.5. Adequagao e decibilidade

Prova: O caso —;
Suponha a tltima regra foi

k Wy oy Rk
e Por definicao das regras k1 < k e ko < k.

e A caixa das linha ki até ko comeca com W¥q e termina com L. Como no
caso do —; temos (em < k linhas)

By, By, Uy L

e Aplica a hipdétese da indugao

(I)la“-aq)na\lll ‘: L. (*)

e Seja A uma atribuicdo tal que @4, ..., P, sdo verdadeiras.

e U, ndo pode ser verdadeiro: isso contradiria (*): L teria que ser verda-
deiro.

e Logo W, é verdadeira:

®y,..., 0, = 0.

Os casos restantes
e Nossa sistema tem 12 regras (nao-derivadas).
e Provamos a consisténcia para 3 deles.
e Os 9 casos restantes permitem uma prova semelhante (cré ou tenta:
exercicio!).
Discussao

e Concluindo a prova, obtemos a primeira caracteristica importante: A
deducao natural nao prova seqilientes, que nao sao corretos na seméantica:
ela € consistente.

e A consisténcia fornece uma técnica para provar que uma prova na dedugao
natural nao existe:

— Na semantica, busca uma atribuicao tal que as premissas sao ver-
dadeiras, mas a concluséo é falso (um contra-exemplo).
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2. Logica proposicional

— Logo, nao existe uma prova do seqiiente correspondente, porque ela
implica a conseqiiéncia semantica.

e A deducdo natural fica consistente com menos regras. Até podemos
retirar todas as regras (quais seqiientes podemos provar sem regras?).
Logo a consisténcia vale pouco sem completude!

2.5.2. Completude

Teorema da completude
Sejam @1,..., P, € Le Ve L:
Se @4,...,P,, = U é correto, Py,...,P, - ¥ é vilido.

Rascunho da prova: Dado uma conseqiiéncia seméntica, temos que mostrar que ela
é uma conseqiiéncia légica também (i.e. que existe uma prova).

1. Converta ®1,...,P, | ¥ para tautologia = n com n = &1 — (P2 —
(- (B — W) ---)).

2. Sejam p1,...,pm as proposi¢des atomicas dessa tautologia. Obtemos a se-
b1 P2 c Pm n
5 5w
guinte tabela de verdade f f - v v
v v e v v
3. Codifique cada linha da tabela usando uma prova pi,...,Pm F n com p; = p;

se p; é verdadeiro, e p; = —p; senao.
4. Usando as provas da cada linha, construi uma prova para 7.

5. Converta - n para ®1,...,9, - V.

Exemplo
e “(pAqg) PV g
e Com n=-(pAg) — (~pV —q) temos |= 1.

e Construi a tabela de verdade

SEESEA ks
ST NS A NS
SRS SIS S S
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2.5. Adequagao e decibilidade

e Codifique cada linha
P, g
XA
gk
pabn
Exempilo...
e Junta as provas 1 pV-p LEM
2 p hipétese
3 qV—-q LEM
4 q hipétese
5 e (prova 4)
6 n
7 q hipdtese
8 e (prova 3)
9 n
10 n Ve 3,4-6,7-9
11 —p hipétese
12 gV —-g LEM
13 q hipétese
14 e (prova 2)
15 n
16 —q hipdtese
17 e (prova 1)
18 n
19 n Ve 3,4-5,6-7
20 7 Ve 1,2-10,11-19
e Finalmente converta - n para ®1,...,%, - U.

Como chegar numa prova formal?

O primeiro passo ja provamos.

A conversao final também pode ser provada com indugao natural.

O nrcleo é provar que uma férmula ® com proposicoes pi, - . . , Pm-
PlyeesPm E P se o valor correspondente é verdadeiro
PlyeeesPm E P se o valor correspondente é falso

Isso pode ser provado com inducao sobre o tamanho da arvore de
de .

parse
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2. Logica proposicional

Conclusao

e A lbgica proposicional é consistente e completa.

e Podemos escolher entre a deducao natural e tabelas de verdade para
provar uma relagao de conseqiiéncia.

2.5.3. Decibilidade

Nocoes
Para uma formula ¢ € L, as seguintes perguntas ocorrem freqiientemente:
¢ é se
satisfativel existe uma atribuicdo A, tal que [¢] , = v
(A é um modelo de ¢)
valida para todas atribuigdes A, [¢] , = v
falsificavel existe uma atribuicdo A, tal que [¢] , = f

insatisfativel ~para todas atribuigdes [¢] , = f
contingente ela é satisfativel e falsificavel
Temos os seguintes relagoes entre essas nogoes:

e Uma férmula vélida ou contingente é satisfativel.
e Uma férmula insatisfativel ou contingente é falsificivel.

e Uma férmula ¢ € insatisfativel, se e somente se a sua negacao é valida.

Também observe que introduzimos outro uso da nogao wvdlido. Na deducao
natural um seqiiente é valido, se a partir da premissas tem uma prova da
conclusao.

A relacao entre as nocoes

% —P

[OREIISTE]
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2.5. Adequagao e decibilidade

Analisar uma férmula
e Como decidir as caracteristicas de uma férmula ¢?
e Com &arvores de refutagao: considere |= ¢.
e pé
— Viélida, se a arvore fecha (e satisfativel também).

— Insatisfativel, se todos os ramos ficam em aberto.

— Satisfativel (e falsificivel e contingente) se alguns ramos ficam em
aberto, e outros fecham.

Formas normais

Notacao
e A disjuncao e a conjuncao sao associativos:
pA(gAT)=(Ag)Ar  pV(gVr)=(VaVr
e Por isso € justificado de escrever
pPAgNAT pVvqgVr

e, em geral
PLAP2 N ADn P1Vp2V---Vpn

sao férmulas nao ambiguas.

/\ pi \/ pi.

1<i<n 1<i<n

e Notacao:

Forma normal conjuntiva
e Um literal é uma proposicao atomica simples ou negada.
e Uma clatusula é uma disjuncao de literais.

e Uma férmula em forma normal conjuntiva (FNC) e uma conjunc¢do de
clausulas.

/\ \/ ujk::(ull\/"'vulsl)/\"'/\(uml\/"'\/umsm)
1<j<m 1<k<s;
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2. Logica proposicional

e Simetricamente, um implicante é uma conjungao de literais.

e Uma férmula em forma normal disjuntiva (FND) e uma disjun¢do de
implicantes.

Voo A we= @ A M) VeV (i A A,
1<j<m 1<k<s;

As formas normais nao sao unicas. Por exemplo a férmula p — ¢ tem formas
normais disjuntivas —-pVgq, ¢V -p, (pAp)V—q. (A falta de é devido: (i) Termos
equivalentes com p e pAp e (ii) a ordem dos termos. E possivel de obter uma
forma normal tnica s6 permitindo os assim-chamados termos miénimos (no
caso da FNC) ou termos mdzimos (no caso da FND) e definir uma ordem dos
termos.)

Questoes de decisao
Formais normais facilitem decisoes:
e Qual cldusula é valida?
pVvVaqV—r
—pVqVp?
e Em geral uma clausula é vélida sse ela contém um literal e sua negacao.

e Qual implicante é insatisfativel?

pPAgN-—T
“pATAD

e Em geral um implicante é insatisfativel sse ele contém um literal e a sua
negagao.

Questodes de decisao...
Formula em FND é satisfativel.

Generalizagao para formas normais: <= Existe um implicante satisfativel.
<= Existe um implicante que nao contém 1

Férmula em FNC é valida.
Analogamente: <= Todas cldusulas sao validas.
<= Nenhuma cldusula contém um p e —p.
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2.5. Adequagao e decibilidade

Exemplo 5

Considere o seqiiénte p — ¢ = =g — —p ou equivalente
F®—q—(cg—p).

Temos as formas normais

(pA—q)VqV-p  FND
(pVagVv-p)A(@V—-qVp)  FNC

Na FNC é simples de ver que a férmula é satisfativel (escolhe, por exemplo,
q = v); na FNC é simples de ver que ela é vélida: todas cldusulas contém um
literal e a negagao dele. %

Computacao de formas normais

e Se for possivel de transformar uma féormula arbitraria em uma forma
normal, a decisdo da satisfatibilidade (no caso do FND) ou validade (no
caso da FNC) se torna simples.

e Uma transformacao é possivel usando as equivaléncias

pP—=qg="pVyg
“(pAg)=-pV g
~(pVg)=-pA—q
pVighnT)=(@VgyNA(PVr)
pA(gvr)={@AqgV(pAT)
ﬁ‘!pEp.

Computacdo de formas normais
O seguinte algoritmo constréi uma forma normal:

Passo 1 Elimine a implicagao usando a — b = —a V b.

Passo 2 Produz uma férmula que contém somente negacoes de proposicoes
usando os leis de De Morgan (elimina negagoes duplas).

Passo 3 Produz uma férmula em forma normal conjuntiva ou disjuntiva usando
os leis da distribuigao.
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2. Logica proposicional

Exemplo

Initial (¢ — (b—¢)) — ((a = b) — (a — ¢))

Passo 1 (a — (-bVe)) — ((maVb) — (maVe))

Passo 1 (—aV -bVc)— (=(-aVb)V-aVc)

Passo 1 =(-aV-bVe)V—(-aVb)V-oaVe

Passo 2 (a AbA=¢c)V (aA—b)V-aVe (FND)

Passo 3 (aV (aA-D)A((DA—c)V (aA-D)))V (maVc)

Passo 3

(
(

Passo 3 ((aVa)A(aV-b)A bV (aA-b)A(mcV(aA-b)))V(-aVec)
((ava)A(aV-b)ADVa)A(DV-b)A(-eVa)A(=eV=b))V(-aVe)
(

Passo 3 (aVaV-aVe)A(aV-bV-aVe)A(DdVaV-aVe)ADbV-bV-aV
¢)A(—eVaV-aVce)A(-eV-bV-aVec)

Finalmente T (porque todas cldusulas contém uma proposicao e sua negagao
epV-p=T)

Problema resolvido?

e Conhecemos véarios métodos (provas, drvores de refutacdo, tabelas de
verdade) para decidir férmulas da 16gica proposicional.

e Infelizmente, todas tem uma complexidade exponencial no caso pior.
(Muitos casos tem uma decisdo simples; inclusive a satisfatibilidade de
uma fungao randoémica.)

e Usando esse algoritmo a decisao da validade ou satisfatibilidade é mais
eficiente?

e Nao: neste caso o trabalho de produzir uma forma normal pode ter custo
alto!

O problema SAT

e E se o formula for dado em forma normal?

e Por exemplo, se for a FNC é facil de decidir a validade.
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e Mas, nesse caso a satisfatibilidade se torna complicado. Por exemplo

(z2VazVza) A(@1VasVaa) A(—z1 Ve Ve A
(ﬁir1 V —xo V 1’3) AN (ﬁlﬁg V —x3 V 134) A (ﬁl‘l V —x3 V ﬁx4) AN
(.T1 V —xo V —\334) AN (LE1 V xo V —|.T3)

é satisfativel?

e Pergunta mais famosa em aberto na informatica: Tem um algoritmo
eficiente de decidir a satisfatibilidade de uma férmula de légica propo-
sicional? (Eficiente significa uma férmula com n proposi¢oes pode ser
decidida em tempo polinomial n*.)

2.6. Topicos
2.6.1. Clausulas de Horn

O que podemos decidir?

e Restrigao para FNC com trés literais por cldusula (3-SAT): O problema
da satisfatibilidade fica complicado.

e Restrigio para FNC com dois literais por cldusula (2-SAT): Existe algo-
ritmo eficiente.

e Restricao para férmulas de Horn: Existe algoritmo eficiente.

Clausulas de Horn

e Uma cldusula é Horn se ela contém nenhum ou um literal positivo (nao
negado).

e Exemplos: =pV —qV —r, pV -qV —r.
e Contra-exemplo: =pV gV r, =(pVq)V-rVs.
e Usando a implicacgao, cldusulas de Horn podem ser escritos

PLA - App —q

e Uma férmula é Horn se ela é uma conjungao de clausulas Horn.
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2. Logica proposicional

Por que clausulas de Horn?

e Varias situagoes podem ser formalizadas com eles.

e (Clausulas de Horn sao a base da representagao de conhecimento em
Prolog.

e Prolog representa elas na forma q - pl,p2,...,]

Algoritmo

NUcCLEO HORN
Entrada Um conjunto de clausulas Horn H.

Saida Uma lista de proposigoes que tém ser verdadeiras para satisfazer
H ou 1 caso H é insatisfativel.

Substitui cada pi...p, — com pi...pn, — L
Marca todas proposicoes — p.
while (existe pi...pn —¢
com p; marcadas mas ndo ¢q) do
marca ¢
end while
if 1 marcado then
return L
else
return proposi¢cdes marcadas
end if

e Pode ser implementado em tempo linear.

Aplicacao: Jogo Nim
e Para dois jogadores.
e Comeca com um numero n de fésforos.
e Cada um pega 1,2, 3 deles.

e Quem pega o ultimo fésforo ganha.
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Aplicacao: Jogo Nim
e Associa quatro proposigoes com cada estado (=ntimero de fésforos)
e AT (n): A ganha jogando com n fésforos.
A~ (n): A perde jogando com n fésforos.
e BY(n): B ganha jogando com n fésforos.
)

B~ (n): B perde jogando com n fésforos.

Aplicacao: Jogo Nim

e Para n > 3 temos

e E vice versa. Para n = 1,2 uma restrigao desses condigaoes se aplica.

e Paran=20

Resultados: Jogo Nim
A0 A+1 A+2 A+3 A4 A+5 A+6 A+7 A-8 A+9 A+10 A+11 A-12 A+13
A+14 A+15 A-16 A+17 A+18 A+19 A-20

2.6.2. Resolucao e Prolog
Sistemas automatizados de provas
e Considere a légica proposicional.

e Podemos automatizar os sistemas de prova (dedugdo tipo Hilbert ou
Gentzen, drvores de refutagao).

e A complexidade da busca depende da forma e nimero de regras.
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2. Logica proposicional

— Deducao natural: 12 regras, varias com premissas arbitrarias, al-
gumas introduzem novas férmulas (p.ex. eliminagao do “ou”)

— Arvores de refutacao: 8 regras, ordem da aplicagao arbitréria.

e Um sistema de prova automatizada preferencialmente tem poucas regras
eficientes.

Resolucao

e Resolugao é um sistema de refutacao.

e Para provar que uma féormula ® é valida a resolugao comega com —® em
formal normal conjuntiva.

e A prova aplica respectivamente a regra da resolugdo. (A resolucdo tem
a vantagem que s6 tem uma dnica regra.)

e Se a prova chega numa contradigdo, ~® é insatisfativel e logo ® é valido.

Observagao: Para provar um seqiiente @4, ..., P, - ¥ podemos

— usar o teorema equivalente - (&1 A---A®,) — T e

— provar que ®; A --- AP, A -V leva a uma contradicao.

Lembranca: FNC

e Uma cldusula é uma disjungao de literais \/ ;.

e Uma cldusula l; Vi V --- V[, é representada pelo conjunto de literais

{li,.. ., }

e Uma férmula em forma normal conjuntiva é uma conjuncao de cldusulas

AC:.

e Uma férmula C; ACy --- A C, é representada pelo conjunto de clausulas

{Cla"'vcn}'

A cldusula vazia O representa uma contradigdo (sempre falso).

e A férmula vazia () represente uma tautologia (sempre verdadeiro).

Exemplo:
(p—= ) A=(pAr)={{-pa},{-p -r}}
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Regra da resolucao
e A resolugdo é baseado na seguinte observacao:

e Se duas cldusulas C; = {{}UC], C2 = {~l}UCY sdo satisfativeis, C1UCY
também é satisfativel.

e C1UCY é o resolvente de C e Cy ao respeito do literal [.

C e Cy sao os pais do resolvente.

Exemplos

— {q,r} é resolvente de {p,q} e {-p,r} (em p)
— {p,a}, {-p, ~q} tem resolventes {g, ~q} (em p) e {p, ~p} (em g).

A observagdo acima pode ser justificado da seguinte maneira: C; = [V ®,
Cy = =l VU. Logo se C7 e Cy sdo satisfativeis temos um modelo (uma
atribuigdo) A tal que A = Cy e A |E Cy. Como A 1 ou A | —l temos ou
A E Cf ou A = C) também. Logo A = C1 Vv Ci.
Aplicar a resolucao

e Prove p — q,—qF —p.

e Equivalente: p — ¢ A =¢ — —p é um teorema.

Equivalente: (—pV ¢) A =g A p (em FNC) é insatisfativel.

Representagao: {{-p,q},{—q},{p}}

Resolucao:

{=p,q}, {p} = {4}
{a},{~q} = O

Provas com resolucao
Apresentamos resolugoes a partir de uma féormula S

{ﬂq}/ D \{q}
{p}/ \

{-p.q¢}

e como arvores bindrias e folhas em S
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2. Logica proposicional

e ou linearmente 1 {-p,q} Ci
2 {ma} O
3 {r} Cy
4 {¢} Res 1,3 em p
5 U Res 2,4 em ¢

Prova com resolucao

e Formalmente, uma prova com resolucio de C a partir da férmula S é
uma seqiiencia

Ola027"'7cn

tal que C),, = C e para cada C;

— (C; €S ou

— C} é o resolvente de Cj e C, com 7,k < i.

e Escrevemos S kg C' se existe uma prova de C' com resolucao a partir de

S.

Consisténcia

e A consisténcia garante que uma prova é semanticamente valida.

e Ela é uma conseqiiéncia do

Lema 1 (Consisténcia da regra de resolucao)
Se {C4,Cy} é satisfativel e C' é um resolvente de Cy e Co, C' também é
satisfativel. Mais preciso, cada modelo de {Cy,C2} é um modelo de C.

e Uma prova com indugao mostre

Teorema 3 (Consisténcia da resolugao)
SFrRC=SEC.

e Em particular, se temos S kg [J, S € insatisfativel.
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Completude

e A completude garante que cada seqiiente valido tem uma prova com
resolugao.

e Nosso interesse é

Teorema 4 (Completude da resolugdo)
Se uma férmula S é insatisfativel, existe uma refutagdo com resolugao
de S (Stg0O).

Exemplo

(pVa@)ArEpVi(gnr)?
e Teorema: (pVg)Ar—pV(gATr)
o Insatisfativel: =((pVg) AT —pV (¢AT))
e FNC: (pV @) ArA—pA(—qV -r)

® ou: {{p, Q}v {T}7 {_‘p}» {_'q, _'T}}

1 {p,q} Clausula 1
2 {r} Clausula 2
3 {-p} Clausula 3
4 {—¢,—r} Clausula 4
5 {q} Res 1,3 com p
6 {-r} Res 4,5 com ¢
7 (I Res 2,6 com r
Discussao

e SAT é NP-completo.

e Por isso, nenhum método pode evitar um trabalho super-linear no caso
pior.

e A resolugao nao faz excegao, que mostra

Teorema 5 (Haken e Urquhart, 1987)

Para qualquer n, existe um conjunto de cldusulas de tamanho O(n) tal
que o numero de cldusulas em uma refutagdo com resolugao é maior que
2¢" para um c¢ > 0.
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2. Logica proposicional

Resolucao SLD

Motivacao
e A resolugao é uma forma mais eficiente de buscar uma prova.
e Mas o espaco da busca ainda é grande demais na pratica.
e Por isso queremos restrigoes da resolugao que

— ainda sao relevantes na pratica,
— sao consistentes e completos e

— reduzem o espago da busca.

Motivacao
e Uma restricao possivel (base de Prolog) é

— considerar somente cldusulas de Horn (ou cldusulas definidas),
— resolugao linear com

— uma regra de selecao.
e Essas trés componentes levaram ao nome resolu¢do SLD.

e Vamos estudar um versao simples na logica proposicional.

Clausulas de Horn

e Uma cldusula é Horn se ela contém nenhum ou um literal positivo (nao
negado).

e Exemplos: =pV —=qV —-r, pV —-qV —-r.
e Contra~exemplos: =pV gV r, =(pVq)V -rVs.
e Usando a implicagao, clausulas de Horn podem ser escritos

pl/\"'/\pn_)q

e (Clausulas de Horn sao a base da representagao de conhecimento em
Prolog.

e Prolog representa elas na forma q :- p1,p2,...,pn.
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Clausula de Horn em Prolog

e Cldusulas com ezatamente um literal positivo s@o cldusulas de pro-
gramagao ou cldusulas definidas que podem ser
— Regras, se eles contém um ou mais literais negativos q :- p,r.

— Fatos, se eles nao contém literais negativos q.

e Uma clausula sem literal positivo é uma cldusula-objetivo 7- p

Exemplo

(1) Se Inter ganha e tem sol estou feliz. (2) Se Grémio ganha estou feliz. (3)
Inter ganha. (4) Se Grémio ganha Inter ganha também. (5) Tem sol. (6) Em
dias fmpares Grémio ganha. (7) Grémio ganha.

Exemplo
l1.p :- q,r.
2.p - s.
3. q.
4. q :- s.
5. r
6. s :- t
7. s

Resolucao linear

e Uma prova com resoluc¢do linear de C a partir de uma férmula S é uma
seqiliencia
(Co, Bo), - .. {Cpn, By)

tal que

— Cy e cada B; pertence a S ou é um C; com j < i;
— Cada Cj41 é o resolvente de C; e B; e
-C= Cn+1
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2. Logica proposicional

Resolucao linear

Resolucdo SLD
Vantagens da resolugao linear:

e Em cada passo temos que somente (i) uma cldusula e (ii) um literal para
resolver.

¢ O método ainda é completo.

Descobrimento fundamental em Prolog: Tem um método ainda mais eficiente
para um conjunto de clausulas de programacao P é uma cldusula-objetiva G.

e Define qualquer regra de sele¢ao, que escolha um literal para resolver de
uma clausula-objetivo, p.ex. escolhe sempre o primeiro literal.

e Comeca a resolucao com Cy = G.
e Escolhe cada B; € P.
Resolucao SLD

e A resolugao SLD reduz a busca para uma cldusula para resolver.

e Prolog busca as cldusula na ordem que eles aparecem no programa.
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e A completude da resolucdo SLD garante

Teorema 6 (Completude da resolugao SLD)
Seja P um programa, G um goal é R alguma regra de selecao. Se PU{G}
é insatisfativel, existe uma refutacdo com resolugao SLD (PU{G} Esip

0.
Exemplo
-p
1
2
-q, T S
4 6
7
-8, T -t O
=it, —r fail
| 5l
fail O

Exemplo: Sem regra 3
-p
1
2
g, T S
4i RN
7

8, T -t |
—t, T fail
| 5l
fail |
Prolog

e Nosso desenvolvimento foi no contexto légica proposicional.
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e Prolog contém muito mais que isso:

— Légica da primeira ordem.
— Estrutures de dados como listas e strings.

— Bibliotecas com predicados predefinidos, p.ex. para entrada/saida.

e Da outro lado Prolog nao pode representar uma negagao.

Exemplo: Prolog

professor(ritt, inf05508).

professor(ritt, inf05516).

conteudo (inf05508, logica_proposicional).
conteudo(inf05508, logica_de_predicados).
conteudo(inf05516, semantica_operacional).
conteudo(inf05516, semantica_axiomatica).
conteudo(inf05516, semantica_denotational).
ensina(P,C) :- professor(P,D), conteudo(D,C).

?7- ensina(ritt,logica_proposicional).

Yes
?- ensina(ritt,xurumbambo) .

No

Resolucao SLD

e A resolugao SLD desenvolve o seu poder sé no contexto da logica da
primeira ordem.

e Para resolver programas em “Prolog proposicional” existem algoritmos
mais eficientes (O(N+n) com N tamanho das cldusulas e n proposigoes).

e Idéia: Assume os fatos verdadeiras, elimina eles da premissas busca
(iterativamente) nova proposigoes verdadeiras.

Resolucao na légica da primeira ordem
A resolucao em légica da primeira ordem involve

e um universo concreto chamada Universo de Herbrand
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e um procedimento chamada unificagao.

e Exemplo: Para provar ensina(ritt,logica_proposicional) o sistema
tem que “saber” que a escolha P=ritt e C=logica_proposicional

2.7. Notas histéricas

Gerhard Gentzen inventou o sistema de dedugao natural em 1933 [2, 3]' com o
objetivo de modelar raciocinio humano mais intuitivamente®. A decibilidade
da logica de predicados usando tabelas de verdade é um resultado de Emil
Post [7].

2.8. Exercicios
(Solugoes a partir da pagina 129.)

Exercicio 2.1 (Férmula ou nao?)
Quais expressoes sao formulas?

Pg;p — q,pV — q,— ¢

—\p — I, —|—\—\—|p7 q—| /\ —|q

Exercicio 2.2 (Sub-férmulas)
Quais sao as subférmulas da arvore de parse da pagina 117

Exercicio 2.3 (Férmula ou nao?)
Quais expressoes sao férmulas?

(&) pVgAr (b)pAAg

(c) p—q (d)p——qgArV--s

Exercicio 2.4 (Férmulas da l6gica proposicional)
Escreve os seguintes proposicoes (ndo-atdémicos) com férmulas de légica pro-
posicional. Cuida de escolher proposicoes atomicas.

1. Nao esta chovendo.

1Veja também a discussdo em [I, comego 3.3].

2Gentzen: “Die Formalisierung des logischen SchlieBens, wie sie insbesondere durch Frege,
Russell und Hilbert entwickelt worden ist, entfernt sich ziemlich weit von der Art des
Schlieens, wie sie in Wirklichkeit bei mathematischen Beweisen geiibt wird. Dafir
werden betrichtliche formale Vorteile erzielt. Ich wollte nun zunéchst einmal einen
Formalismus aufstellen, der dem wirklichen Schliefen mdglichst nahe kommt.” [2]
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2. Se a luz alcange um corpo, o corpo projeto sombra.

3. Se tem interferéncia de aparelhos radio-transmissores ou de diatermia,
aparecem linhas diagonais ou entrelacadas.

4. Se o sinal estd fraco, a imagem estd com granulagdo chuviscos e som
ruidoso.

5. Se o meu consumo do cafézinho implica que eu vou pagar para ele, eu
vou sair.

Exercicio 2.5 (Desenhe as arvores de parse das seguintes férmulas)

(a) pAg—T (b) (p—=a) A=(rVp—q)
(c)(p—q) = (r—sVt) (d)pV(~qg—(pAq))
(e)pVg——pAr () pVp— —q

Exercicio 2.6 (Seqiientes)

Modela as situagoes seguintes com férmulas de l6ogica proposicional. Escreve
o raciocinio usando seqiientes. Quais seqiientes sao validos?

Dicas: Cuida de escolher proposigoes atomicas. Também observe, que um
seqiiente é valido se podemos chegar na conclusao usando as premissas: As
premissas nao necessariamente sao verdadeiras na realidade.

1. Se o tanque é vazio, o carro nao anda. O tanque é vazio. Logo, o carro
nao anda.

2. Se o tanque € vazio, o carro nao anda. O carro nao anda. Logo, o tanque
é vazio.

3. Se o carro nao anda, o tanque € vazio ou o motor nao funciona. O carro
nao anda. O tanque nao é vazio. Logo, o motor nao funciona.

4. Se o mundo é redondo, as pessoas do outro lado vai cair. As pessoas do
outro lado nao caiam. Logo, o mundo nao é redondo.

Exercicio 2.7 (Provas)
Prove que os seguintes seqiientes sao validos:
(@) pAg Ar,sAtEqAs (b)) pk(p—q) —q
() (pvV(g—p)Agkp  (d)p—(qVr)g—sr—stp—s
(e) p—phkp ) rp—=(r—akp—I(qgAr)
(f)

e
£y (pAg ArEDA(gAT)
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Exercicio 2.8 (Alfabeto grego)

Pesquisa as letras do alfabeto grego. Transcreva os seguintes palavras usando
letras gregas: soffa (sabedoria), filos (amigo), filosofia (filosofia), andropos (ho-
mem), 16gos (palvara, razéo), phébos (medo), logiki (16gica), logiké (razao).

Exercicio 2.9 (Provas)
Prove os seguintes seqiientes:

1. O lei da contraposigao (estendida)

(pANq) —r A (pA-r) — g

2. O seqiiente
=9 —(—s)kp—s)—(—s)

Exercicio 2.10 (Sim-Nao do Sul)

Finalmente, chegei em Sim-Nao do Sul. “Eles acharam ouro?”, queria saber.
Mas cuidado: Pessoas sempre honestas aqui se misturam com mentirosos sis-
tematicos. Saiu do cavalo e me aproximou a dois habitantes, Pedro e Paulo.
“Senhores”, perguntei, “tem ouro em Sim-Nao do Sul?” “Sim”, respondeu
Pedro, “tem ouro e Paulo é bem honesto.” “B verdade, tem ouro, mas Pedro
é um mentiroso”, falou Paulo.

Entéao: Vale a pena de buscar ouro ou nao?

1. Modela essa situagao na légica proposicional: Acha proposi¢oes atomicos.
Cuida que as afirmagoes de Pedro e Paulo nao sao premissas, porque a
validade deles depende do que a pessoa falando é honesto ou mentiroso!

2. Tem ouro ou nao? Prove um desses casos usando a deducao natural.

Exercicio 2.11 (Leis)
Usando dedugao natural prove os seguintes leis.

pV(gAr)H= (Ve AlpVr) (2.30)
pVp-p (2.31)
pVigVvr)d-(pVqg Vr (2.32)
~(pVq) A= -pA—g (2.33)
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Exercicio 2.12 (Regras derivadas)
Prove os seguintes leis.

pVg,~pkq  (modus tollendo ponens)

p—qpkb (modus ponendo ponens)
p—q, gk —p (modus tollendo ponens)
—pV g,pk g (modus ponendo tollens)

(Os nomes sdo em Latin, do “modus” (modo), “ponere” (por) e “tolere” (tirar,
abolir)).

Exercicio 2.13 (Implicacdo e seqiientes)
1. Prove o seguinte fato: p - ¢ é véalido se e somente se p — ¢ é um teorema

(Fp—q).

2. Use a argumentagao de (a) para provar um fato mais geral: p1,pa,...p, F
gsset pr — (p2 — - (pn — q)---). (Por exemplo pi,ps F ¢ sse
Fp1— (P2 = q) e p1,p2,p3 - g sse - p1 — (p2 — (p3 — q))).

Exercicio 2.14 (A e V)
Prove as equivaléncias AANB + (A — -B) e AV B 4 -A — B com
deducao natural.

Exercicio 2.15 (O sistema H)
Prove as seguintes regras no sistema H de Hilbert:

1. A regra da introducdo da negacdo dupla: - A — ——A. (Dica: Usa
—-—A — A da aulal)

2. A regra da introducdo da disjungao: - A — (-4 — B). (Usa as abre-
viagoes da 65 por exemplo AV B = —-A — B, e as provas conhecidas!).

Exercicio 2.16 (Tabelas de verdade)
Construa a tabela de verdade das seguintes formulas:

(a) pA—p (b) pA—q
¢c)pAg—pVgq (d)p—(g—p)
e) (p—q) = (-p— —q) () ~(=p A —q)
g) (prhg@(rAs)@((pVa)A(r®s))
)((—|p/\ﬂq/\—|r)\/(—|p/\—|r/\ﬂs) (gATAs)V(pAqg)

(
(
E
@) (pAgV(rAs)@((pVa A(rVs))
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Exercicio 2.17 (Relagao de conseqiiéncia seméntica)
Usando tabelas de verdade, pesquisa se as seguintes relacoes de conseqiiéncia
semantica sao corretas:

L. =(=pVaq) Ep

2. w—pEPp
3.p—qFE-(pAq)

4. poplEp

5. (poqg)®pFg

6. pd1lE=-p
T.pePATEP@AT)®(@AT)
8. p@qFE-(p=9q)

Faz a mesma anélise com a relagdo contraria (por exemplo p = —(—pV ¢) no
caso 1): Quais férmulas sdo semanticamente equivalentes?

Exercicio 2.18 (Retorno a Sim-Nao do Sul)
Lembre-se de Sim-Nao do Sul (exercicio 2.10)? Desta vez, usa tabelas de
verdade para analisar a situagao.

Exercicio 2.19 (Consisténcia)

Na aula vimos a prova da consisténcia da dedugao natural em relagao a
semantica. Usando indugao completa, ela estd baseado numa andlise de tltima
regra aplicada em uma prova de k linhas. Na aula foram analisados os casos
de A; e —;. Faz a andlise se a ultima regra aplicada foi: (a) V.. (b) —..

Exercicio 2.20 (Associatividade)
Pesquisa a associatividade misturada de V e A, ou seja, decide os seqiientes

pV(gAr)E(pVa Ar?

pV(gnr)H(pVag Ar?
Dica: A pergunta é sobre I, é assim sobre a existéncia de provas na deducéo
desses seqiientes. Usando a consisténcia e completude da deducao natural e

de arvores de refutacao é provavelmente mais simples de fazer a desvia usando
uma dessas técnicas. Justifique a sua resposta.
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2. Logica proposicional

Exercicio 2.21 (Avaliagcdo seméantica)
Em qualquer linguagem de programagao, implementa um programa, que avalia
seqlientes. A entrada serd uma representacido de um seqiiente

¢17¢27"'7(pn ':\I/

e a saida serd “Verdadeira”, se o seqiiente é valido, ou “Falso” senao.

Dica: Concentra na avaliacao de férmulas compostas usando tabelas de ver-
dade. Nao é necessario de implementar um parser para a entrada: e permitido
de codificar uma entrada diretamente na linguagem. Assim, o tarefa consiste
em (a) Achar uma estrutura de dados para representar férmulas de l6gica pro-
posicional. (b) Achar um algoritmo que produz uma tabela de verdade para
todas as premissas e a conclusao e decide se o seqliente em consideragao esta
correto.

Exercicio 2.22 (Somadores)
1. Um meio somador com entradas a, b produz saidas s (a soma), ¢ (o
carry) conforme a tabela de verdade

a b s ¢
fr f f f
f v v f
v f v f
v v v

Acha férmulas da légica proposicional para s e c.

2. Um somador inteiro com entradas a, b e ¢ (carry) produz saidas s(soma),
¢’ (novo carry) conforme a tabela de verdade

b

~

a c s c
r f £ f f
f f v v f
f v £ v f
f v v f v
v f f v f
v f v f v
v v f f v
vV VvV vV VvV Vv

Acha férmulas da légica proposicional para s e c.

Exercicio 2.23 (Subtratores)

Analogamente ao exercicio 2.22 podemos definir um meio subtrator e um
subtrator inteiro que, para entradas a, b e “underflow” (bit emprestado) u
produzem a diferenca d e um “underflow” atualizado u’ da forma
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ta b d u
5 r r

f v v w

v f v f

v v f f

a b u d U
rr r r fr
f f v v w
f v f v w
fov v f w
v f f v f
v f v f f
vouv f f f

2.8. Exercicios

Acha férmulas da l6gica proposicional para d e u’ nos dois casos.

Exercicio 2.24 (Indugao)
Seja S algum alfabeto (um conjunto de letras) é S* o conjunto de cadeias

(“strings”) sobre esse alfabeto (por exemplo, com S = {z, y},

S* = {67 ‘/I:) y7 xaj? my? y$7 yy7 "L‘l‘x) A '}

, com a cadeia vazia €.) Prova que ndo tem uma cadeia s € S* e simbolos

a,b € S tal que as = sb, se a # b usando inducao natural.

Exercicio 2.25 (Arvores de refutacao)
Prove com arvores de refutagao ou mostre um contra-exemplo.

N =

© o N o U A~ W

Flp—q = ((p—1)—(@—r)

.p—q--pVyg

p=(g—=r)kFp—(r—q)

qVp,qg— - rkqV((-r—=pAp—-r))

. pV(g—=pF-pVyg
(A =)= (= (g—T))
.= (pVg),rA-qbT —q

0 rE(((g—=1r) = (@—= ) A ((rAg A(pAg)))

C(s= A ({E—=s)t—(s—q),r—pk(pVs)—(rvg)
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2. Logica proposicional

10. E((p—>rAg—=r)A(PVq) =T

Exercicio 2.26 (Dedugao natural)
Prove com deducao natural ou mostre um contra-exemplo.

Lp—=(g—r)dtqg—pm—r)
2.p—=(qg—r)d-(pAg) —r
3. p,~q,rE=(p— ((gVr)— (r— —p)))

Exercicio 2.27 (Formas normais)
Acha a forma normal conjuntiva.

L(p—q—(@q—r)
2. ((p—=p)V(rvr)) — (=pA-r))
3. (((pvp) =)= ((rAp)— (r—q))

Exercicio 2.28 (Extensoes da l6gica proposicional)
Queremos estender a légica proposicional com os seguintes conectivos

P®q=def (PAQ)V (PAq)

P q=daef (p— q) Mg — p).
1. Define a semantica dos novos conectivos.
2. Estende o sistema de dedugao natural com regras adequadas.
3. Estende as arvores de refutagao com regras adequadas.

4. Justifique corretude e completude dos novos sistemas de prova.
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3. Légica de predicados

3.1. Introducao
Introducao
e Considere as declaragoes
Francesco é filho de Laura. Laura é filha de Ana.
Todos humanos sao mortais. Diego é um ser humano.
Alguns passaros ndo voam.

e A légica proposicional somente permite de modelar os exemplos com
proposicoes atomicas.

p: Francesco € o filho de Laura. ¢: Laura é a filha de Ana.
r: Todos humanos sao mortais. s: Diego é um humano.

t : Alguns aves ndo voam.

Introducao

e Usando s6 proposicoes atomicas, nao podemos concluir
Francesco é o neto de Ana. Diego é mortal.

e Essas sentencas na linguagem natural contém mais detalhes que a légica
proposicional permite de modelar.

e O que precisamos?

e Temos objetos como “Francesco”, “Ana”, “Diego”.
e Temos caracteristicas deles como “ser mortal”.

e Temos relacoes entre eles como “ser o neto de ”.

e Temos afirmagoes como “Todos” ou “Alguns”.
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3. Légica de predicados

Predicados

e Predicados melhoram essa situagao.

e Intuitivamente, um predicado afirma uma caracteristica de um objeto
ou uma relagao entre objetos.

e Por exemplo, escrevemos

mortal(Diego): Diego é mortal. filho(Francesco,Laura): Fran-
cesco é o filho de Laura.

e Mais breve, escrevemos

— Predicados com letras maitsculas: M (Diego), F(Francesco,Laura)

— Constantes (ou objetos) com letras minusculas M(d), F(f,1).

Predicados: Exemplos

e O que seriam os predicados para

Laura é filha de Ana. Ricardo é mais novo que Diego. Laura
e Rita sdo filhas de Ana. Rita nfo é professora.

e Podemos usar os conectivos da ldgica de predicados!
e Um predicado pode ter algum ntimero de argumentos.

e O niimero de argumentos se chama aridade. (Qual é a aridade de “mor-
tal” e “filho de”? Exemplo de um predicado com trés argumentos?)

Exemplo 6
Predicados com trés argumentos

S(xz,y,2) zéasomadezey

F(z,y,2) z tem pal y e mao z
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3.1. Introducao
Variaveis
e Em algumas situacées nao queremos falar sobre objetos concretos.
e Por exemplo, um predicado pode ser definido mais claro como
M(z): = é mortal. F(x,y): = é filho de y.
® .y, z,...s30 varidveis para objetos.

e Também permitimos alteragdes como x1,z’, x5, y1,. . ..

Quantificadores

e Como modelar “Todos os humanos sao mortais”?

e Temos a "lista” Humano Mortal
H(Diego) M(Diego)
H(Ricardo)  M(Ricardo)

—H(Zeus) —M(Zeus)
—H(Passaro) M(Passaro)
e Se x é humano, logo, © é mortal: H(x) — M(x)
e Para enfatizar que essa frase se aplica para cada x, escrevemos
Ve H(z) — M(x)

(1&: para cada x: humano(x) implica mortal(x))

V é o quantificador universal.

Ele afirma que uma férmula é correta para qualquer objeto.

Quantificador universal: exemplos

Todos estudantes gostam café e churrasco. Todos professores gos-
tam café ou churrasco. Qualquer objeto é uma ra verde. Nao é o
caso que todos humanos sdo estudantes. Cada empregado ganha
um salario. Qualquer coisa nao tem valor. Qualquer objeto é um
gato ou um cachorro.
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3. Légica de predicados

Quantificadores

e Como modelar “Alguns passaros nao voam.” 7

e Temos a “lista” Passaro Voa
P(andorinha africana)  V(andorinha africana)
P(andorinha européia) V(andorinha européia)
P(aguia) V(4guia)

P(pinguim) =V (pinguim)
e Logo, existem objetos x tal que P(z) A =V (z).

Escrevemos

JxP(z) A -V (x)

(1é: existe x tal que humano(z) implica ndo mortal(x)).

3 é o quantificador existencial.

e Fle afirma que uma férmula é correto para ao menos um objeto.

Quantificador existencial: exemplos

Alguns estudantes gostam de tomar café. Alguns professores nao
gostam de tomar café. Existem ras verdes. Tem pessoas que gos-
tam dormir ou comer. Nao existem cachorros brancos. Tem pes-
soas que nao gostam dormir nem comer. Se nada é verde, entao
nao existem ras verdes.

Observacoes

e Usamos as convencoes da prioridade da légica proposicional.
e Os quantificadores novos V e 3 tem a mesma prioridade como —.

Mais Predicados: ldentidade

e Considera de formalizar “Sé pode haver um Highlander”.

e Em outras palavras: Se dois objetos sao um Highlander, se trata do
mesmo objeto.
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3.1. Introducao

e Com os predicados H(x) : « é um Highlander. I(z,y) : z é y sdo idéntico
(igual). temos
Vavy : H(x) A H(y) — I(z,y)

e O predicado I da identidade é tdo comum, que ele faz parte da légica
de predicados

— O seu nome é =
— A notagao é x = y (infix) ao invés de = (z,y) (prefix).

— = é uma relagao de equivaléncia (reflexiva, comutativa, transitiva).

Funcoes
e Considere “A mae do meu irma é meu méae”.
e Com
M(x,y): « é amae dey. I(z,y):  éairma doy. e: Eu.
uma formalizacao possivel é
Vavyl(z,e) N M(y,x) — M(y,e)
e Considere “Para qualquer x,y a soma de x e y € igual a soma de y e x.”
e Com “S(x,y,2): z é asoma de x e y.” uma formalizagdo possivel é

VaVyVs1VsaS(z,y, s1) A S(x,y, s2) — $1 = 89

Funcoes
e Usando funcoes podemos formalizar essas sentencas mais facil.

e Por exemplo, com uma fungdo “mae” m e uma fungdo soma(z,y) (ou
+(z,y)) temos

Val(z,e) — m(z) = m(e)

VaVy : soma(x,y) = soma(y, x)

e Observe: Usar uma funcao é possivel, se um objeto sempre tem uma
relagdo com um tnico outro objeto.
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3. Légica de predicados

Previsao
Em analogia com a légica proposicional, nosso interesse é

e Definir a linguagem formal da légica de predicados.

e Modelar situagoes e provar seqiientes como

By,... D, -
dy,..., 0, =U.

e Para isso, os sistemas de prova (dedugao, arvores de refutagdo) precisam
novas regras.

e Saber o que uma férmula da légica de predicados significa (definir a
semantica).

e Depois, é necessario de responder a questao da consisténcia e completude
novamente.

e Aplicar a légica de predicados!

3.2. Sintaxe
Linguagem formal

e Diferente da légica proposicional temos dois tipos de frases:

— Constantes, funcoes e varidveis (e a suas combinagdes) denotam
objetos.

— Predicados, conectivos e quantificadores (e os seus combinagoes)
denotam férmulas.

e Logo, a definigao da linguagem consiste em
— Uma gramadtica para termos.

— Uma gramética para formulas.

Termos
Os termos consistem em

e um conjunto de variaveis V,

e ¢ um conjunto de fungoes F.
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3.2. Sintaxe

e E os constantes?

— Podemos tratar constantes como fungoes sem argumentos (fungoes
de aridade 0).

— Com ¢ € F de aridade 0, escrevemos ¢ ao invés de ¢().
— (O objetivo é de simplificar a modelagem matematica.)

e Exemplos de termos sao

m(x), f(9(x)), f(c,m(x))

Termos

e Com varidveis V e fungoes F os termos sao definidos (indutivamente)
como

1. Uma varidvel v € ¥V é um termo.
2. Se ¢ € F é uma funcao de aridade 0, ¢ é um termo.

3. Se f € F é uma funcao de aridade n, é tq,...,t, sdo termos,
f(t1,...,ty) é um termo.

e A gramadtica correspondente (em forma de Backus Naur) é
tu=wvlc| f(tr,ta, ... tn)

comv € V.

Férmulas
e Para definir as férmulas precisamos um conjunto de predicados P.

e Os férmulas s@o definidos (indutivamente) como

1. Se p € P é um predicado de aridade n > 1, e t1,...,t, sao termos,
p(t1,...,t,) é uma férmula.

2. T e L sao féormulas.

3. Se ® é uma férmula, P também.

4. Se @ e ¥ sao formulas, AV, dV ¥ e & — ¥ também.

5. Se @ é uma férmula e v € V, Yo® e Jvd também sdo férmulas.

e A gramdtica correspondente é
D i=p(tr, ..., tn)| (0P (2 VI (P A D) (P — T)|(Vod)|(FvP)|T|L

comv € V.
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3. Légica de predicados

Observacoes

e Na formulas Va® e Jx®, ® se chama o escopo da variavel x.

e Férmulas como VaP(z) A Q(x) sdo ambiguas; as drvores de parse

o (%)
v e A
&

sao possiveis.
e Em caso de duvidas, escrevemos (VzP(x)) A Q(x) ou Va(P(x) A Q(x)).

e No primeiro caso, com a convengao que os quantificadores tem as mesma
prioridade que —, podemos retirar as parénteses.

Observacoes

e A ordem dos quantificadores é importante. Compare

VaIyP(zx,y) Ve P(x,y).

e Com P(z,y): “x ama y” (e s6 considerando pessoas) temos

Cada pessoa ama alguma outra. Tem uma pessoa que todo
mundo ama.

e Um quantificador pode ocorrer numa sub-férmula. Compare

VaP(z) — 32Q(y)  VadyP(z) — Qy).

e A segunda férmula tem a forma normal preneza.
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3.2. Sintaxe

Tipos de variaveis
e Uma varidavel x num escopo de um Vx ou Iz é ligada.
e Uma variavel nao ligada é livre.

e Podemos definir (indutivamente) o conjunto de varidveis livres L

Variaveis livres

e Para um termo ¢

1. Se t tem a forma x, L(t) = {z}.
2. Se t tem a forma ¢, L(t) = 0.
3. Se t tem a forma f(t1,...,tn), L(t) = L(t1) U--- U L(ty).

e Para férmulas @

1. Se @ tem a forma P(t1,...,tn), L(®) = L(t1) U--- L(ty,).

2. Se ® tem a forma -V, L(®) = L(D).

3. Se ® tem a forma ¥V x, U Ax, U — x, L(®) = L(¥) U L(x).
4. Se ® tem a forma Vz : ¥, 3z : ¥, L(®) = L(V) \ {z}.

Observacoes
e Numa arvore de parse as varidveis sempre ocorrem numa folha. Uma

variavel ligada encontra um quantificador com a mesma varidvel num
caminho para a raiz.

e Se L(®) ={x1,...,2,}, 0 fecho universal de ® é

Vaq---Va,®.

e Se L(®) ={x1,...,2n}, 0 fecho existencial de ® é

dzq -+ dx, P.
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3. Légica de predicados

Substituicoes

e A definicao das regras da deducao precisa a substituigao.

Exemplo: Considere a relagao entre

VaP(x) e P(a).

Escrevemos ®[t/x] para a substituicdo de um termo ¢ para a varidvel x
numa férmula ®.

Observe, que “®@[t/x]” ndo é uma férmula, mas faz parte da meta-
linguagem; somente o resultado da substituicao.

Exemplo: Com ® = P(z), temos ®[a/z] = P(a).

Substitua com cautela

— Nao substitua variaveis ligadas: Vz : P(z)[y/x] =?

— Nao liga varidveis livres: Vz : P(y)[z/y] =?

3.3. Teoria de modelos

Introducao

e Em analogia com a légica proposicional, queremos atribuir valores de
verdade a uma férmula da légica de predicados.

e Na légica proposicional a abordagem foi

— Atribuir um valor de verdade a cada proposicao elementar.
— Definir os valores de verdade de férmulas compostas.

A abordagem
e Intuitivamente, um predicado denota um valor de verdade.
e A partir disso, é possivel de usar as defini¢gbes da légica proposicional.

e Em aberto: Como obter valores de verdade dos predicados e dos quan-
tificadores?

— No nivel dos termos, temos varidveis e fungoes (que intuitivamente
denotam objetos). Mas a nossa definicdo foi somente sintético:
temos nada mais que nomes!

— No nivel das férmulas, temos, além dos predicados, os quantifica-
dores.
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3.3. Teoria de modelos

Universo

e O universo (de discurso) é o conjunto de todos objetos que queremos
“discutir” ou “interpretar” a logica de predicados.

e Com um universo de discurso concreto, é possivel de definir o resto da
semantica:
— Cada variavel e constante denota um elemento do universo.

— Uma funcdo (nome) denota uma fungéo (real) entre elementos do
universo.

— Um predicado denota uma fungao do universo para os valores de
verdade (=um subconjunto de tuplas do universo).

Estruturas
Uma estrutura M de uma légica de predicados com vocabuldrio (F,P) (simbolos
de fungoes e predicados) consiste em

e um universo U # () de elementos (objetos,valores) concretos.
e uma mapa a que associa

— com cada simbolo de fungao de aridade 0 (constante) ¢ € F, um
elemento ¢M € U.

— com cada simbolo de fungao de aridade n, f € F, uma funcao
MU - UL

— com cada simbolo de predicado de aridade n, P € P, uma relagao
pPMcCun.

e Notagdo: M = (U,m) ou M = (U, PM, ..., fM,...,cM, .. ).

Exemplo 7

A aritmética pode ser formalizada com uma légica de primeira ordem com
simbolos de fungdes +, - e simbolos de constantes 0,1. A estrutura correspon-
dente N consiste em

e 0 universo N do ntimeros naturais e

e uma funcdo m que associa a funcdo de adicdo +V com +, a funcdo de
multiplicacao N com - e os nimeros zero e um com 0 e 1, i.e.
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3. Légica de predicados

N =(N,m)=(N,+,-,0,1).

Obtemos aritmética com comparagao adicionando o simbolo de predicado <
que é associado na estrutura padriao com a relacao de comparacio <™

N< = (N7<7+a'a051)'

A semantica da identidade

e A identidade faz parte da (nossa) légica de predicados independente do
universo.

e Portanto, ela tem um significado pré-definido para qualquer universo:
=M= {(u,u)lu € U}
Atribuicoes

e O que aconteceu com as varigveis?

A estrutura nao atribuiu um elemento do universo nelas.

Uma atribui¢do serve para definir os significado das varidveis.

Uma atribuigao é uma funcao a: V — U.
e Separamos a atribuicao da estrutura, porque freqiientemente

— o significado das varidveis depende da aplicagao ou

— uma férmula ndo tem varidveis livres (é uma senten¢a), e logo, o
significado das varidveis nao importa.

Notagao: alz — u](v) = {u v :~a
a(v) sendo

Chamamos um par de uma estrutura e uma atribuicao uma interpretacao

I=(M,a).
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3.3. Teoria de modelos

A relacao de satisfacao

e Uma interpretagao I = (M, a) é suficiente para definir o valor de verdade
de uma férmula ®:

M, @

(Lé: ® é correto (é verdadeiro) na estrutura M e atribuigdo a ou eles
sao um modelo de )

e (Na logica de predicados a situacao foi mais simples e ndo usamos esse
notacdo. Ela corresponde com uma linha da tabela de verdade!)

e Para a afirmagao negada, escrevemos M £, ®.

e Se a corretude nao depende da atribuigdo a (em férmulas sem varidveis
livres), escrevemos

MED.

Definicao da relacao de satisfacao

e Se ® = P(ty,...,t,): A interpretagao fornece um elemento u; € U para
cada t;. Neste caso M =, ® sse (uy,...,u,) € PM.

e Se & =-U: M =, ¢ sse naio M |=, V.

e Sed=U AUy ME, Psse M=, ¥y e M |, Us.

e Sed=T VUy: ME, Psse M, Uy ou M, ¥y (ou ambas).
e Sed=V; - U;: ME, ®sse M}, U1 ou M =, Us.

e Se & =Val: M |, ® sse para todos u € U temos M =4[z V.

e Se & =¥ M |5, ® sse existe um u € U tal que M [=qppy) V.

Exemplos
e ME(x>0Ay>0—zy>0) (com a estrutura intuitiva)?
o M (sgn(z) = sgn(y) — zy > 0)?
e Qual seria uma estrutura tal que

- M E=VaP(x)
- M = 3xP(x)

é correto? Qual uma tal que eles nao sao corretos?
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3. Légica de predicados

Exemplos

o Com F = {i} e P = {S,F} seja U o conjunto dos estados (de uma
mdaquina ou programa).

e Por exemplo seja U = {a, b, c}, iM = a, RM = {(a,a), (a,b), (a,c), (b,¢c), (c,c)}
e FM = {b,c}.

e Considere

M = JyR(i,y)
M = VaVyVz(R(z,y) AN R(x, z) — y = 2)
M = VaIyR(x,y)

Caracteristicas de férmulas

e As nocoes satisfativel, valido, falsificavel e insatisfativel se aplicam na
logica de predicados também

Uma formula ® é se

satisfativel existem M e a, tal que M =, ®

valida para todos M e a temos M |=, ®
falsificavel existem M e a, tal que e M &, ®
insatisfativel para todos M e a temos M &, @

Caracteristicas de conjuntos de férmulas
e Qual seria uma defini¢ao adequada da relagao de conseqiiéncia semantica?

e Escrevemos

ISR
COmF:{‘I)l,(bQ,...}

e ¢ definimos
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3.3. Teoria de modelos

— T é wdlido ou consistente, se existe M e a tal que M =, ® para
qualquer ® € T'.

— I' &= @ sse para todos M e a, sempre quando M =, ®; para todos
o, € T', também temos M =, .

Decidir as caracteristicas

e Definir nogoes é simples, mas como decidir se eles se aplicam?

e Na légica proposicional, com n proposigoes o trabalho em geral foi O(2")
para decidir a validade de uma férmula, uma relacao de conseqiiéncia,
etc.: Teste todas as estruturas possiveis.

e Qual seria a abordagem correspondente na logica de predicados?

e Suponha um universo tal que |U| = n.

e Para testar todas as estruturas, temos

— nlV! possibilidades de escolher elementos para varigveis,
— " possibilidades para cada fungao com aridade k,

— 2" possibilidades para cada predicado com aridade k
e Certamente essa busca precisa um trabalho exorbitante.

e Ainda pior, suponha um universo infinito (por exemplo, Z).

Model checking

e Mais relevante na prética e o problema de verificagao de modelos (model
checking problem):

Instancia Uma estrutura M e uma féormula ®.

Problema Decide se existe uma atribuigao a tal que M =, ®.

e Esse problema permite uma solugéo direta em O(|®|- |U|* - w) com w o
nimero maximo de varidveis livres em uma subférmula do ®.
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3. Légica de predicados

Decidir as caracteristicas...

e Mas entao, como decidir caracteristicas?

e Como na ldgica proposicional, a semantica permite resultados negativas:
Um contra-exemplo mostra que uma férmula é falsificivel ou uma relagao
de conseqiiéncia nao é correta.

e Para resultados positivos (validade, relacao de conseqiiéncia correra)
somos obrigados de usar argumentos gerais.

e Uma outra possibilidade é de usar a dedugao natural (ou um outro

sistema de prova).

Exemplo

Ve(P(z) — Q(z)) | (VaP(z)) — (VeQ(x))

Prova. Seja M uma alguma estrutura e a alguma atribuigao, tal que
M |=a Va(P(z) — Q)

Entédo: Ou M =, Ve P(z) ou M &, VzP(z).

Caso M =, VzP(z): Para qualquer u € U temos M gy P(x)
M Eqpu) P(x) — Q(z). Pela definicio da implicagio M |=q[py) Q(T),
logo M E, VzQ(z) e também M |, (VzP(z)) — (V2Q(x)).

Caso M [£ (VxP(x)), pela defini¢do da implicagao M | (VzP(z)) — (V2Q(z)).
|

e
[§]

Comparacao
Logica proposicional
Proposicoes p, g, ...
Férmula p V q
Atribuicao (=Interpretacao): Fungao Atom — B
Atribuigdo t.q. p V g é correto (modelo): M = {p— v,q— f}
Atribuicdo t.q. p V ¢ ndo é correto: M ={p+— f,q+— f}

Légica de predicados

Predicados P(x),...

Férmula 3z P(z)

Estrutura: U, f, PM.

Atribuigdo: Funcdoa:V — U

Interpretacao: Estrutura + atribuigao.

Interpretacio t.q. 3z P(x) é correto (modelo): U = {a}, PM =U
Interpretagio t.q. 3z P(x) ndo é correto: U = {a}, PM =0
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3.4. Teoria de provas

3.4. Teoria de provas

As regras da légica proposicional sao consistentes na légica de predicados
também. Por isso, a teoria das provas da légica de predicados estende a logica
proposicional com regras para (i) a identidade e (ii) os quantificadores.

Motivacao

e Queremos estender o sistema de dedugao natural da légica de predica-
dos.

O que falta? Ao menos regras para identidade e os quantificadores.
e Precisamos regras para termos também?

e Nao, na dedugao provamos consegqiiéncias independente da estrutura.

Logo, os constantes, fungoes e predicados nao tem interpretagao.

Aplicacao das regras da légica proposicional
A regras da légica proposicional se aplicam da mesma maneira:

1 P(¢) — Q(c) premissa
2 P(¢)v—-P(c) LEM

3 P(c) hipétese
4 Q(e) —e 3,1
5 -Plc)VQ(c) Vi, 4

6 -P(c) hipétese
7 -P(c)vVQ(c) Vi 6

8 -P(c)VQ(c) Ve 2,3-5,6-7
Obviamente todo termo ¢ é igual a si mesmo. Além disso, as regras para a
identidade tem que capturar a idéia de “substituir iguais para iguais”. Com
t; = ty queremos substituir uma ou mais ocorréncias de t; com t5. Por
exemplo a partir da férmula R(t1,t2) A Q(t1) regras para a identidade tem
que permitir de provar todas as férmulas

R(t27t2) /\Q(tl), R(tl,tg) /\Q(tg); R(tg,tg) /\Q(tQ)
Regras para a identidade

e O que seriam regras certas para identidade?

e Queremos que t =t para qualquer termo. Logo, introduzimos
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3. Légica de predicados

e Eisso? Como deduzir a partir de z = y, por exemplo, que P(z) = P(y)?
e Precisamos uma outra regra, que permite de substituir “igual para igual”.

b=ty  Ofl/a]
P[to/x]

—e

A abordagem
t1 =to P
Dlta/t]

nao funciona por duas razoes: (i) Tecnicamente, ndo definimos a substitui¢ao
de termos para termos. (ii) Essa regra permitiria somente a substituigdo de
todas instancias de t; para to. A regra acima captura melhor nossa intuicao.
Na férmula original, as ocorréncias de t; que nos queremos substituir com t,
foram substituidos com uma (nova) varidvel = e a regra permite de substituir
essas ocorréncias com ty. (Imagina x como ela “marca” as ocorréncias que
nos queremos substituir.) Logo, no exemplo acima um ® adequado nos trés
casos seria

R(z,t2) NQ(t1);  R(t1,t2) ANQ(x);  R(xw,t2) A Q(x).

Exemplo: Comutatividade

r=yky=2a?
1 r =1y premissa
2 r=x =

3 y=x =12 (P=s=1x)

Compare com

e observe que (s = z)[z/s] = x = x (linha 2) e (s = z)[y/s] = y = = (linha 3).
Receita: Dado uma férmula W. Se quero substituir algumas ocorréncias de
um termo t; para ty, uma férmula ® adequada é ¥ com a substituicao de uma
nova varidvel x* para esses ocorréncias.
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3.4. Teoria de provas

Exemplo: Transitividade
r=y,y=zkFxz=27

1 T =1y premissa

2 Yy =2z premissa

3 x=z =, (P=z=y)
Observacoes

e A aplicagdo da regra =, fica mais claro, se notamos a férmula ® junto
com a justificacao.

e Notacao: ¢ =---.

e Observe: As substituigbes em =, s@o permitidas so se eles nao ligam
variaveis livres.

e Prova errada:

—_

Y= premissa
VxP(y) premissa
3 VeP(x) = 1,2 (®=VaP(y))

[\]

Quantificacdo universal: Idéia
e O que seriam regras adequadas para a quantificagdo universal?

e Comparando com a ldégica proposicional a quantificacdo universal é pa-
recido com uma conjungao:

Ve P(x) P(a) NAP(L)AP(c)A---
e Logo, é provavel que uma generalizacao das regras para A serve para V.

Eliminacao
e A eliminagdo da conjungédo permite concluir ambos lados de conjungéo.

e Logo, para a eliminacao da quantificacdo universal, permitimos uma
instancia com qualquer termo:

Vard
D[t/

Ve
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3. Légica de predicados

Exemplo
P(t),VzP(z) — —Q(x) F —Q(¢)?

P(t) premissa
VzP(x) — —Q(z) premissa
P(t) = —-Q(t) Vae 2 (t =t)
—Q(t) —o 1,3

=W N

Introducao: ldéia

e A introduc@o da conjungao tem duas premissas.
e Para introduzir uma quantificagao universal, isso significa problemas:

1. Temos provavelmente uma conjunto infinito das premissas e

2. Pior, como a dedugao natural se aplica para qualquer estrutura, nao
temos um universo concreto, e ndo conhecemos (concretamente)
todas premissas.

e Suponhe um objeto qualquer xy sem caracteristicas especiais e prove
uma caracteristica P(x¢) de xo.

e Se essa prova nao depende do xg particular, podemos concluir que ela
se aplica para qualquer xg.

e Logo, conclui-mos VzP(x).

Introducao: Regra

e Esse raciocinio justifique a regra

Zo

@[mo/x]
Vaxd

Vai

Exemplo
VaeP(x) — Q(x),VeP(x) F VeQ(x)?
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1 VzP(x) — Q(x) premissa

2 VaP(x) premissa

3 X0 (qualquer zg)
4 P(zo) Vze 2 (t = x9)
5 P(zo) — Q(xg) Vazel (t = o)
6 Q(Io) —e 4,5

7 VaQ(x) Vai 36

Observacoes

e Para a prova ser valido para qualquer xg, xg ndao deve ocorrer em qual-
quer lugar fora da caiza!

e Como a conclusio da caixa é ®[x¢/z], ela nao contém um x livre!

e Prova errada: 1 P(x) premissa
2 Xo (qualquer xg)
3 P(x) cépia 1 (erro: contém x livre!)
4 VaeP(x) Vzi2-3

e Prova correta: P(x) premissa

1
2 X0 (qualquer xg)

3 P(x) coépia 1 (ok: nao contém y livre!)
4

VyP(z) Vri2-3

Quantificacao existencial: Idéia
e O que seriam regras adequadas para a quantificacao existencial?

e Comparando com a légica proposicional a quantificacao existencial é
parecido com uma disjungao:

JzP(x) P(a)VPD)VP(c)V---
e Com a mesma abordagem da quantificagao universal, é provavel que
uma generalizagao das regras para V serve para 3.
Introducao
e Para introduzir uma disjungao, é suficiente de provar um parte da férmula.

e Logo, se conseguimos de provar um caso particular, a introdugao de um
quantificador existencial é justificada.

Dt/ x]
Jx P

i
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3. Légica de predicados

Exemplo
VaP(z) F 3xP(x)?

1 VzP(x) premissa
2 P(y) Vae 1 (t =y)
3 JeP(z) Fxi2(t=y)
Eliminacao
e Como eliminar uma quantificagdo universal Jx®?
e Fm comparagao com V., temos que provar uma férmula .

e Para isso, podemos assumir que para algum zy a férmula ® é correto.

e Se a prova de y nao depende do x( particular, podemos concluir que ela
se aplica para qualquer xy (em particular o zq certo).

e Esse raciocinio justifique a regra

wo  Plao/x]

Jx P x.

dze

X

Exemplo
JzP(x),dxP(z) — Q(x) F FzQ(x)?

Nao! (Contra-exemplo?)
Por exemplo U = {a,b}, P = {P,Q}, PM = {a},QM = .

Exemplo
JxP(z),VeP(r) — Q(x) F JzQ(x)?

1 JzP(x) premissa

2 VzP(x) — Q(x) premissa

3 xo P(zg) hipé6tese (para Jze)
4 P(zg) — Q(zg) Vze 2 (t = x0)

5 Q(:L‘o) —e 3,4

6 F2Q(x) Jzi 5 (t = x0)

7 JxQ(x) Jdxe
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Observacoes
e As regras Vre, Vri, Jxe, Jxi se aplicam para qualquer varidvel!

e Vzi nao tem hipétese no comego! Se a prova precisa uma hipdtese, se
abre mais uma caixa!

e Em comparacdo Jzi tem (que ter!) uma hipétese!

3.4.1. Teoremas importantes

Teoremas (1)

e Negacao da quantificagao

=VaP(zr) 4+ Jz—P(x) (nu)
—3JxP(z) 4+ Va—P(x) (ne)
e Comutagdo da quantificagdo
VaVyP(x,y) - VyVaP(x,y) (cu)
JxVyP(z,y) b YyIzP(x,y) (cue)
JxIyP(z,y) ++ Jy3zP(x,y) (ce)
Teoremas (2)
e Distribuicao da quantificacao sobre A e V
Jz(P(z) vV Q(z)) 4 (FzP(z)) V (zQ(x)) (ded)
Va(P(z) A Q(x)) I+ (VaP(x)) A (VzQ(x)) (duc)
Jz(P(x) AQ(x)) - (FzP(x)) A (FzQ(x)) (dec)
Yz (P(z) VvV Q(x)) 4 (VzP(z)) V (VzQ(x)) (dud)
e Distribuicao da quantificacao sobre —
Jz(P(z) — Q(x)) 4+ (VzP(x)) — (FzQ(x)) (di1)
(FzP(z)) — (V2Q(2)) - Va(P(z) — Q(z)) (di2)
Va(P(r) — Q(x)) - (VoP(z)) — (VaQ(z)) (di3)
Va(P(z) — Q(x)) - (VoP(z)) — (32Q(z)) (did)
Vz(P(z) — Q(z)) F (JzP(x)) — (2Q(x)) (di5)
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Negacao

Teorema nu,

1 —-VzP(x)  premissa
2 —Jdz—P(xz) hipdtese
3 X0 (qualquer zg)
4 —P(z) hipétese
5 Jz-P(x)  Fxi (t = x0)
6 1 e 5,2
7 Plz0) PBC 46
8 VzP(x) Vai 3-7
9 1 e 8,2
10 Jz-P(z) PBC 29
Negacao
Teorema nu,
1 Jz-P(x) premissa
2 VzP(x) hipétese
3 xo —P(zp) hipétese
4 P(zo) Ve 2
5 1 —e 4,3
6 1L dze 1,3-5
7 =V P(x) —; 2-6
Teorema ne, .
1 —JzP(x) premissa
2 o (qualquer zg)
3 P(x9) hipétese
4 JzP(x) Jzi3
5 1 4,1
6 —‘P(Io) _‘1375
7 Ve—-P(z) Vzi2-6
Teorema ne, .
1 Vz—-P(x) premissa
2 JxP(x) hipétese
3 xo P(zg) hipdtese
4 —P(x) Vel
5 1 3,4
6 1L dxe2,3-5
7 —JdzP(x) —i2-6
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Comutatividade

Teorema cu, -+

N O U W N

VaVyP(x,y) premissa
Yo (qualquer yo)
Xo (qualquer yo)
YyP(zo,y)  Vzel
P(z0,y0) Vye 4
VaP(x,y0) Vi 3-5
VyVaP(x,y) VYyi2-6
Comutatividade
Teorema cue,
JaVyP(x,y) premissa
Yo (qualquer yo)
xo VyP(zo,y) hipdtese
P(x0,0) Vye 3
FxP(x, yo) Jxi 4
JxP(x, yo) dze 1,3-5
VydaxP(x,y) Yyi 2-6

N O U W N

(Porque a prova do contrario nao funciona?)

Comutatividade

Teorema ce, -

N O U W N

JxIyP(x,y) premissa
xo JyP(zo,y) hipétese
vo P(xo,%0) hipdtese
JxP(x,yo) Jdzi 3
JyIzP(x,y) Jyi 4
JyJzP(x,y) Jye 2,3-5
JydzP(x,y) Jxe 1,2-6

Distribuicao sobre V

Teorema ded, F

3.4. Teoria de provas
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1 Jx(P(z) V Q(x)) premissa
2 xo P(zo) V Q(z0) hipétese
3 P(zo) hipétese
4 JzP(x) Jzi 3
5 (FzP(x)) vV (FxQ(x)) Vi, 4
6 Q(zo) hipétese
7 JzQ(x) Jzi 6
8 (FzP(x)) vV 32Q(z)) Vi, 7
9 (FzP(x))V 3xQ(x)) Ve 2,3-5,6-8
10 (JxP(z)) V (FzQ(x)) Fze 1,2-9
Distribuicao sobre Vv
Teorema ded,
1 (JxP(z)) V (FzQ(x)) premissa
2 JzP(x) hipétese
3 xo P(zo) hipétese
4 P(.’E()) \Y Q($()) \/i1 3
5 Jz(P(z) V Q(x)) Jxi 4
6 Jx(P(z) V Q(x)) dze 2,3-5
7 JzQ(x) hipétese
8 xo Q(zo) hipétese
9 P(zo) V Q(z0) Viy 8
10 Jz(P(z) V Q(x)) Jzi 9
11 Jx(P(z) V Q(x)) Jze 7,8-10
12 Jx(P(z) V Q(x)) Ve 1,2-6,7-11
Distribuicao sobre A
Teorema dec,
1 Jz(P(z) A Q(x)) premissa
2 xo P(zo) A Q(z0) hipétese
3 P(.’Eo) /\C1 2
4 Q(LL‘U) Ney 2
5 JzP(x) Vi 3
6 FzQ(x) Vai 4
7 (FzP(x)) A (BxQ(z)) A 5,6
8 (FzP(x)) A (BxQ(z)) Fre 1,2-7

Distribuicao sobre —
Teorema di3, -
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1 Vo (P(x) — Q(z)) premissa
2 VaP(x) hipétese
3 Xo (qualquer )
4 P(x0) Ve 2
5 P(zg) — Q(z) Ve 1
6 Q(IO) e 475
7 VaQ(z) Vi 3-6
8 (VeP(z)) — (V2Q(z)) —i2-8
Distribuicao sobre —
Teorema di4, -
1 Va(P(z) — Q(x)) premissa
2 VzP(z) hipétese
3 P(x) Vae 2 (t = x)
4 P(z) — Q(x) Vae 1 (t = x)
5 Q(z) —e 3,4
6 JxQ(z) Jzi b (t = )
7 (VzP(x)) — (FzQ(x)) —i2-6
Distribuicao sobre —
Teorema di5, -
1 Va(P(x) — Q(x)) premissa
2 dxP(x) hipétese
3 xo P(x0) hipétese
4 P(z9) — Q(zo) Ve 1
5 Q(lo) —e 3,4
6 JzQ(x) Jzi b
7 J2Q(x) dze 2,36
8 (FzP(x)) — (FxQ(x)) —4 2-7
Renomear variaveis
1 VaxP(x) premissa
2 Xo (qualquer xg)
3 P(xo)  Vazxel
4 YyP(y) Vyi2-3 (t = )
1 JzP(x) premissa
2 xo P(zp) hipétese
3 JyP(y) Axi 2 (t = xo)
4 JyP(y) dze 1,2-3
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3.4.2. Arvores de refutacdo

Arvores de refutacao: Algoritmo
Para testar um seqiiente, procedemos assim:

T1. Init Construi uma arvore inicial, que consiste em um ramo sé. Cada
premissa e a negac¢ao da conclusao é um né.

T2. Expansao Enquanto existe uma férmula, que nao foi expandida seguinda
as regras, expande ela (e marca ela “expandida”).

T3. Invalido? Se um ou mais ramos sao consistentes: Imprime “O argumento
nao é valido” e para.

T4. Valido? (Aqui, todos ramos sao inconsistentes) Imprime “O argumento

é valido” e para.

Extensoes
e Como estender as arvores de refutagdo para a légica de predicados?
e Ao invés de parar nas literais, vamos parar com predicados.
e Parecido com dedugao natural, precisamos novas regras para

— os quantificadores e

— a identidade.

Regras para a quantificacao universal

—Vzd Vard
| ]
Je-® B[t /a]

e No caso da negacao: Estendemos cada ramo com a quantificacao exis-
tencial correspondente e marcamos a férmula.

e No caso da afirmacao:

— Estendemos cada ramo com um caso particular.
— t pode ser qualquer termo com constantes que jd ocorrem mo ramo.

— Nao marcamos Yx®: A férmula pode ser aplicada varias vezes!
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Exemplo: Quantificacdo universal
P(a),VzP(z) — —Q(z) F =-Q(a)?

1 P(a) premissa

2 VaP(z) — -Q(x) premissa

3 -=Q(a) negagéo da conclusio
4 Q(a) -3

5 P(a) — =Q(a) V2

6 ~Pla)~ Q) —5

6 X X

Exemplo: Quantificacdo universal
VzP(x) — Q(x),VaP(z) - VzQ(x)?

1 VaxP(z) — Q(z) premissa

2 VaP(x) premissa

3 —VaQ(z) negagao da conclusao
4 Jr-Q(x) -v3

5 -Q(a) 34

6 P(a) V2

7 P(a) — Q(a) Vi

8 ~Pa)” Q) —7

9 X X

Exemplo: Quantificacdo universal
VeP(x) — Q(x),VaP(x) - VeQ(x)?
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1 VaP(z) — Q(x) premissa

2 VaP(x) premissa

3 —VaQ(x) negacao da conclusao
4 Jz-Q(x) -v3

5 -Q(a) 34

6 P(a) V2

7 P(a) — Q(a) vl

8 ~Pla)” Q) -7

9 X X

Regras para a quantificacao existencial

—JdxP dxd
| ]
Va®  Bt/z]

e No caso da negacao: Estendemos cada ramo com a quantificagdo uni-
versal correspondente e marcamos a férmula.

e No caso da afirmacao:

— Estendemos cada ramo com um caso particular.
— t tem que ser um termo com constantes completamente novas!

— Depois marcamos a férmula (usa sé uma vez!).

Exemplo: Quantificacao existencial
VeP(z) F 3zP(x)?

1 VaP(z) premissa

2 —JzP(x) negagao da conclusao
3 Vz—-P(x) -3

4 P(a) V1

5 —P(a) v3

6 X
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Exemplo: Quantificacdo existencial
JxP(z),YaP(z) — Q(x) F 32Q(x)?

1 JxP(x) premissa

2 Ve P(z) — Q(z) premissa

3 —JAzQ(x) negacao da conclusao
4 Va—-Q(z) ~33

5 P(a) J1

6 P(a) — Q(a) V2

7 P —Q(a) — V4

8 —P(a) Q(a) —6

9 X X

Regras para a identidade

—t=1t tl :tg
x Pft1/x]
Dlta/x]

e Se encontramos uma identidade ¢t = t negada, o ramo fecha.

e Com uma identidade, podemos substituir em alguma férmula (ainda nao
marcada) um ou mais ocorréncias do lado esquerda de uma identidade
com o lado direita.

Exemplos: Identidade

a=bkFb=a?

1 a=0b premissa

2 —(b=a) negagao da conclusao
3 ~(b=10) =1,2

4 X
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Exemplos: Identidade

a=bb=cta=c?

1 a=0b premissa

2 b=c premissa

3 —(a = ¢) negacao da conclusao
4 =(b=c) =1,3

5 =(c=c) =24

6 X

Distribuicao
Teorema di3: Vz(P(z) — Q(z)) F (VaP(z)) — (VzQ(x))?

1 VaP(z) — Q(x) premissa
2 —((VzP(x)) — (VzQ(x))) negacao da conclusao
3 Ve P(x) - — 2
4 —VzQ(x) - — 2
5 Jz-Q(x) -4
6 -Q(a) 35
7 P(a) V3
8 P(a) — Qla) v
9 —-Pla)< T Q) -8
X X

Distribuicao
Teorema dud: (VzP(x))V (VxQ(z)) F VaP(z) vV Q(x)?
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I (V2P (@) V (V2Q())

2 —VzP(z) VvV Q(z)

3 Jz=(P(z) V Q(x))

4 =(P(a) v Q(a))

5 -P(a)

6 ~Q(a)

7 VaP(z) — B VaQ(x)
8 Pla) Q(a)
9 X X

Negacao da quantificacao
Teorema nu, +: Jz—P(z) b =VzP(x)?

1 Jz—P(x) premissa

2 ——VzP(x) negagao da conclusdo

4 —P(a) 31
5 P(a) V3
6 X

3.4. Teoria de provas

premissa
negacao da conclusao
V2
33
-V4
~V4
V1
V7

e Observe que ~VzP(x) - JzP(x) ji faz parte das regras!

Comutacao
(cu): VaVyP(z,y) F YyYaP(z,y)?

1 VaVyP(z,y) premissa

2 —VyVzP(x,y) negagdo da conclusio
3 Jy—VzP(x,y) -2

4 —VaP(z,a) 33

5 3dz-P(z,a) -4

6 —P(ba) 35

7 VyP(b,y) V1

8 P(b,a) Y7

9 X
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3. Légica de predicados

Comutacao
(cue): JaVyP(z,y) F VyIzP(x,y)?

1 JaVyP(z,y) premissa

2 —Vy3dzP(x,y) negagao da comutacdo
3 Jdy—JzP(x,y) -V2

4 —3zP(z,a) 33

5 Va—-P(z,a) -4

6 VyP(b,y) J1

7 —P(b,a)V5

8 P(b,a) V6

9 X

Caracteristicas

e Como na légica proposicional, as arvores de refutacao sao consistentes
é completos ao respeito da semantica.

e Se uma arvore nao fecha, podemos encontrar contra-exemplos.
e Do outro lado, vimos que a légica de predicados nao mais é decidivel.
e Esse fato, tem consequéncias para arvores de refutagao também:

— As drvores nao produzem mais todos os contra-exemplos.

— Existem 4arvores infinitos.

Considere um seqiiente ®1,...,®, - ¥. Se a arvore de refutagdo correspon-
dente fecha, pela consisténcia o seqliente é valido. Do outro lado, caso um
seqiiente é valido, a completude garante que existe um arvore de refutacao
que fecha. De fato, na légica proposicional qualquer arvore fechou, uma ca-
racteristica que nao na légica de predicados nao mais é verdadeira.

Exemplo 8
Considere o seqiiente

VaP(x),VeQ(z) F Ve P(z).

Podemos construir uma arvore de refutacao da forma
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3.4. Teoria de provas

1 VzP(z) premissa

2 VzQ(x) premissa

3 —VzP(z) negacao da conclusao

4 Jx-P(x) -V3

5 —P(a) 34

6 Q) V2

7 Qd) V2

8 Qa") V2

9

que nao termina. O

O problema nessa caso é simples de detectar: VxP(z) (que levaria imediata-
mente a uma contradigdo) nunca foi usada. Esse tipo de problemas pode ser
evitado construindo arvores sistematicamente:

e Sempre aplica a regra para o né mais alto nao marcado.

e Marca todos nds, inclusive V.

e Caso a regra V foi aplicada, depois de marcar cépia o né para baixo do
todo ramo ainda em aberto.

Contra-exemplo: Distribuicao

Teorema dud, contrdrio: VaP(z) V Q(z) - (VzP(z)) vV (VzQ(x))?
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3. Légica de predicados

1 VaeP(x) V Q(x)

2 ((Y2P(2) V (Y2Q(x)))

3 -V P(x)

4 “VzQ(x)

5 Jz—P(x)

6 Fz-Q(x)

7 -P(a)

8 —Q(b)

9 P(a) v Q(a)

10 P(b) vV Q(b)

11 Pla)= T~ QM)

12 X P(b) Q)
13 © X

Contra-exemplo: Comutacao
Teorema cue, contrario: Vy3dxP(x,y) - JaVyP(x,y)?

VyJaxP(x,y)

Va—VyP(z,y)
~VyP(a,y)
y—-P(a,y)

- P(a,b)
JxP(x,b)
P(c,b)
O]

© 00 N O Ut k= W N =

Heuristicas

premissa

—JaVyP(x,y) negagdo da conclusdo

-32
V3
-4
35
V1
a7

premissa
negagao da conclusao

V2
V2
-3
—V4

35

36

v1

V1

V9
V10

e Em geral a seguinte ordem de aplicar as regras resulta em menos traba-

lho:

1. Regras da ldgica proposicional, que nao aumentam o nimero de

ramos.
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3.5. Adequacgao e decibilidade

2. Regras para a negacao de quantificadores.
3. A regra do quantificador existencial.
4. Regras da légica proposicional, que aumentam o niimero de ramos.

5. A regra do quantificador universal.

3.5. Adequacao e decibilidade

Na secao 2.5 vimos que a sistema de dedugao natural é adequado, i.e. consis-
tente e complete, para a légica proposicional. Também vimos que a validade
de férmulas é decidivel, mesmo os algoritmos de decisao conhecidos sendo nao
eficiente: o problema SAT de decidir a satisfatibilidade é NP-completo (e pela
dualidade, a questao da validade também).

Essas perguntas sao ainda mais do interesse para a logica de predicados, por-
que ela é suficientemente poderoso para formalizar a matematica. A légica
de predicados essencialmente adiciona objetos, predicados (fungoes logicas) e
quantificacdo a légica proposicional. Um passo intermedidrio é considerar so-
mente quantificagoes: queremos decidir as férmulas verdadeiras da linguagem

{lel . Qn,CCn‘I)(.I'l, . ,l‘n)lQl S {V, 3}, P e [:}

Esse problema se chama férmulas booleanas quantificadas (ingl. quantified
Boolean formulas, QBF). Observe que QBF contém SAT como sub-problema:
para uma férmula ® temos que decidir o seu fecho existencial. Um algoritmo
é possivel: podemos testar recursivamente todas atribuigoes:

ISTRUE( Q121 ... Qnan®(x1,...,2,) )=
if (n=0) then
return o=1
else if (Q;=V) then
return
ISTRUE(QQIQ . in'N(I)(O, T2, ... ,xn)) and
ISTRUE(Qaxs ... Qnan®(1,za,...,2,))
else
ISTRUE(Q2z3 ... Qnan®(0,22,...,2,)) or
ISTRUE(QQ.’I}Q ce anN(I)(L Loy . .. ,J}n>)
endif

Em comparacao com o problema NP-completo SAT, nesse caso descobrimos
que o problema é PSPACE-completo, que ndo sao boas perspectivas para a
l6gica de predicados, que comegamos de estudar agora.
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3. Légica de predicados

Teorema 7 (Godel, Completude da l6gica de predicados)

Existe um sistema de prova completa da légica de predicados [, 5] (a saber,
o sistema de Hilbert). Nesse sistema, para um conjunto ® de férmulas (que
pode ser contdvel) é uma férmula ¢, temos

Prope=DdEo

Godel provou que teorema 7 se aplica ao sistema de Hilbert, mas ele se aplica a
outras formalizagbes equivalentes, em particular, ao sistema de Gentzen. Am-
bos sistemas também sdo consistentes. £ um fato importante, que o teorema
fala explicitamente da légica da primeira ordem. A légica da segunda ordem
nao tem um teorema da completude.

Observe, que o teorema nao implica a decibilidade da 1égica da primeira ordem:
Church mostrou em 1936

Teorema 8 (Church, Indecibilidade da légica de predicados)
A validade de sentengas na légica de predicados nao é decidivel.

Do outro lado, como provas sao objetos finitas, podemos “listar” todas as
provas possiveis uma depois da outra. Se o seqiiente é vélido, a completude
garante que uma prova existe. Assim, testando cada prova possivel, depois um
nimero finito de passos vamos achar a prova desejada. Mas caso nao existe
uma prova, esse algoritmo nao termina. Em termos da teoria da computacao,
a validade de férmulas da légica de primeira ordem é semi-decidivel, ou seja
as sentengas validas sao computdvelmente enumerdveis.

O problema de decidir a validade de sentencas fica indecidivel mesmo quando
elas (i) contém somente predicados bindrios, uma constante é uma fungao
undria ou (ii) sdo puras (nao contém fungoes ou constantes). Esses resulta-
dos nao implicam, que qualquer caracteristica da légica da primeira ordem é
indecidivel.

Exemplo 9 (Problemas decidiveis na légica de predicados)
1. A validade da légica monddica (somente predicados unérios) da primeira
ordem é decidivel. Mesmo assim, o problema é realmente complicado:
ele 6 NEXPTIME-completo, que temos que considerar como intratével'.

2. A validade de férmulas puras em forma normal prenex conjuntiva com

prefixo da forma V*3*, V*3V* ou V*J3V* é decidivel.
O

LA classe de problemas NEXPTIME é demonstravelmente maior que NP.
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3.6. Tépicos

3.6. Tépicos
3.6.1. Formalizacao
Notacdo de conjuntos

e Semanticamente, um predicado unario é equivalente a um subconjunto
do universo.

e Isso justifica a abreviagdo

T € P =get P(CC)

e Exemplos:
Vrx € P=VYaP(z)
Jrx € P=3zP(x)
Abreviacao de critérios
e Temos os seguintes formlizagoes comums
— Todos objetos com caracteristica P satisfazem ®
VaP(z) — @
— Existe um objeto com caracteristica P que satisfaz ®
JxP(z) NP
e Isso motiva a abreviacdo
Vo € P: ® =4t VaP(z) — @
dr € P:® =4 IxP(x) N D
Exemplos

e A abreviagao pode ser aplicada mais que uma vez
Vee P:VyeQ:®=VeP(z)— (VyeQ:P)
=VzP(z) —» (VyQ(z) — ®)
=VaVyP(z) —» Q(z) — @
=Vavy(P(z) AQ(z)) — @
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3. Légica de predicados

e Exercicio: Traduz

VeeP:dye@:®
JreP:Jye@:P
Jre P:Vye@: o

3.7. Exercicios

Exercicio 3.1 (Formalizacao)
Considere os seguintes sentencas na linguagem natural. Para cada um

1. formalize a sentenga: Escolhe constantes, variaveis e predicados adequa-
dos e acha uma férmula correspondente na légica de predicados.

2. desenhe a drvore de parse da férmula resultante.

a) Para cada nimero inteiro existe um nimero inteiro maior.
b) Se todo mundo tivesse um Porsche, eu ndo queria um.

c¢) Ou existe um heréi que nos salve ou todo mundo vai morrer.
d) A mae da mae da méae do meu pai é humano.

) Uma pessoa ganhou todos prémios.

)

e
f) Todos os prémios foram ganhando de alguém.

(
(
(
(
(
(
Exercicio 3.2 (Significado de férmulas)

Intuitivamente, o que significam os seguintes féormulas da légica de predica-

dos? Escolhe um significado dos predicados e explica a férmula na linguagem
natural.

Vavy(P(z,y) — P(y,z))
— (Jzm(z) = z)
2((VzP(z,2)) V (VzR(z, 2)))

Exercicio 3.3 (Varidveis livres e ligadas)

Quais sao os conjuntos de varidveis livres e ligadas das seguintes férmulas
(usando a convengao que x,y, z denotam varidveis, a, b, ¢ constantes, P,Q, R
predicados e f, g, h funcoes).

1. Jz-Q(c)
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3.7. Exercicios

Vz-R(z)

(P(c)V P(a)) AQ(c,z,b,x)
. Jx(P(z) — P(e))

. Vy3zQ(z)

. V2Q(x, 2, %, 2)

o ot s W N

Exercicio 3.4 (Fecho)
Qual é o fecho universal das férmulas do exercicio 3.37

Exercicio 3.5 (Substituigoes)
Qual ¢é o resultado das seguintes substituigoes?

1. ®lg(c)/z] com ® = VzIy—P(y)

[
2. ®[g(c)/y] com & =Vz3y-P(y)
3. ®lg(c)/z] com & = VzIy—P(y)
4. ®[f(2)/y] com & =Vz(R(b) V R(z) V Q(y,y,2))
5. ®[f(x)/y] com ® =Vz(R(b) V R(z) V Q(y,y,2))
6. ®[f(x)/2] com @ =Vz(R(b) V R(2) V Q(y,y,2))

Exercicio 3.6 (Estruturas)
1. Cria uma estrutura da sua familia: Escolhe os constantes (pessoas)
adequadas, usa as fungbes “mae” e “pai” e os predicados “filho/a”,
“Irmao/a”.

2. Da uma estrutura (finito) que defina a seméantica das constantes, fungoes
é predicados (usando o entendimento intuitivo dessas relagoes).

Exercicio 3.7 (Estruturas)
Seja P um predicado com dois argumentos. Acha um modelo de

Vae—-P(z,x)

(estrutura tal que a férmula estd correta) e uma estrutura tal que a férmula
nao é correta.

Exercicio 3.8 (Estruturas)
Para os seguintes seqiientes, acha contra-exemplos (estruturas, tal que o seqiiente
nao é valido).
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3. Légica de predicados

1. Vy3aP(z,y) = JaVyP(z,y)

2. (JeP(2)) A (B2Q(2)) F J(P(x) A Q(x))
3. Va(P(z) v Q(a) | (VaP(a)) V (V2Q(x))
4. Ya(P(2) — Q@) F (GaP(x)) — (VaQ(a))

Exercicio 3.9 (Provas com deducio natural)
Usando deducao natural prove os seguintes seqiientes da légica de predicados:

1. P(z) F 3zP(x)
2. VaP(z) F VaVzP(z)

3. 32P(z),YzP(z) — Q(z) - 32Q(x)

4. 3zP(z) - ~V2—P(z)

5. Vz—-P(z) - 3zP(x)

6. F VoP(z) — P(z)

7. V2P(z) A Q(z) F (VzP(2)) A (V2Q(z))

8. (VaP(z) — Q(x)) A (VeQ(x) — R()) + (VaP(x) — R(x))

Exercicio 3.10 (Dedugao natural)
Prove os seguintes seqiientes usando a dedugao natural:

1. 3z(8 — Q(a)) - S — JzQ(x)
2. (VaP(z)) — S+ Ja(P(z) — S)

3. Juf(z) =xF Jaf(f(z) =2

4. P(b) Va(z = b — P())

5. JwTy(H(z,y) A H(y, ), ~3zH (2, z) F JaTy-(z = y)

6. Vo (P(z) < x =b) F P(b) AVaVy(P(z) A P(y) — = =y)
(Observe que p «» ¢ é uma abreviagao para p — g A g — D).

Exercicio 3.11 (Arvores de refutagao)
Prove os seqiientes do exercicio 3.10 usando arvores de refutagao.
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3.7. Exercicios

Exercicio 3.12 (Formalizagdo com légica de predicados)
Formalize os seguintes afirmagoes usando a légica de predicados:

1. Todos os retangulos sao quadrilaterais.

2. Alguns retangulos sao quadrados.

3. Alguns quadrilaterais sao quadrados.

Prove usando dedugao natural, que os itens 1,2 implicam item 3.

Exercicio 3.13 (Dedugao natural e drvores de refutacgao)

Seja p ® ¢ uma abreviagdo para (p A —q)

V (=p A q).

Prove ou mostre um

contra-exemplo para os seguintes seqiientes usando o método preferido:

1.
2.
3.V

10.

A=)V (pAgF (VA

VyJzP(x,y) F JzVyP(z,y)

z(P(z) @ Q(x)) F (Vo P(z)) ®
(VeP(z)) ® (VaQ(x)) - V(P (x
Fa(P(z) © Q(z)) - (BP(z)) @
(FzP(z)) © (FzQ(x)) - 3z(P(z
3a(P(z) ® Q(z)) - (BeP(z)) @
(FzP(z)) © (VeQ(x)) - 3(P(z
Va(P(r) © Q) F (3zP(x)) @
(FzP(z)) ® (VzQ(x)) F Va(P(x

~(pNq)
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A. Todas regras

A.1. Légica proposicional

Gramatica

A linguagem L da légica proposicional é definido em base de um conjunto de pro-
posigoes atomicas Atom. Com &,V € L e p € Atom a sua gramética é

® = p|(=®) (D V V)|(P A V)|(® — U)|T|L

Deducao natural

Introducao da conjuncao Eliminacao da conjuncao
o v OAV dAT
Ai Aey Ay
AU )
Introducao da implicacao Eliminacao da implicagao
P
: > d-VU
v v
—i \IJ
-
Introducao da disjungao Eliminacao da disjuncao
) L4
d v . :
Vi — : :
ove oV eVe I xJ x|,
X
Introducao da negacao Eliminacao da negacao
¢
v U
L A L N
-
Prova por contradicio’? Eliminacao da contradicao
-
1 2
PBC
)
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A. Todas regras

Introducéo da negacéo duplal
)

Eliminacéo da negacéo dupla?
_|_|¢

o i > e
Modus tollens? Lei do terceiro excluido!?
b T U AT LEM
- [ORVASTN)]
Semantica: Tabelas de verdade

Conjungao Disjungao Implicagao

d U PAVY ® v VY d v -0

o f ! o r ! o r v

f v f f v v f v v

v f ! v f v v f f

v v v v v v
Negacao Falsidade Verdade
7? ﬁf’ 1 T

v f f v

Arvores de refutacao

Conjungao
alNb

|
i

-a

IRegra derivada.

Conjunc¢ado negada
=(a A D)

|

Negagao dupla

—Q

—b a

2Regra cldssica s6: nao faz parte da légica intuicionista.

126



A.2. Ldégica de predicados

Disjuncao Disjuncao negada Negacao
aVb =(aVb) —-a
/ \ l Y
a b -a a
ﬁlb X
Implicacao Implicacao negada
a—b —(a —b)
-a b a
—b

A.2. Légica de predicados

Gramatica

t == vlc|f(t1, to, . ..

D = p(t,...

Deducao natural

Axioma de identidade

Eliminacdo da quantificagdo universal

Vo d
®[t/z]

Vzxe

7t’"«)

) |[(2@) (2 V W) [(@ A W) |[(D — W)[(Vod)[(Sv®)|T|L

Substituicao
tl = tg <I>[t1/:17}
[ [tg/w}

Introdugdo da quantificagdo universal
1

xo

®[xo /]
Vord

Vi
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A. Todas regras

Eliminacdo da quantificacdo existen-

cial

Zo

dxd

Dfeo/1]

X

Arvores de refutacao

Quantificagdo universal

Vaxd

|

O[t/x]

X

Se aplica vdrias vezes.

t preferencialmente

existentes.

dze

com constantes

Quantificagao existencial

dxd

|

O[t/x]

Nowvas constantes em t.

Identidade
t1 =t
P[t1/x]

@[tg/l‘]

11o é uma varidvel que

128

Introducado da quantificagdo existen-
cial

Dt/x]
Jdz®

dzi

Quantificagdo universal negada
Vb

|

Jdz—-®

Quantificacao existencial negada
—Jxd

|

Var—®

Identidade negada
-t =t
X

ainda ndo ocorreu na prova.



B. Solucdes dos exercicios

Solucao do exercicio 2.3.

(b) ndo é bem formada, porque ndo é possivel de juntar dois A. (c) nao
é bem formada, porque nao é possivel de construir uma férmula com uma
proposicao seguido uma negagdo. (a) e (d) sdo bem formadas, mas ambiguas
em notacao linear: (a) pode significar p vV (¢ A7) ou (pV ¢) Ar, (d) pode
significar (p — —g A1)V ==s ou (p — —q) A (1 V ——s).

Solugao do exercicio 2.4.

1. =p, com p “Estd chovendo”.

2. p— q, com p “A luz alcange o corpo” e g “O corpo projeto sombra”.

3. p: “Tem interferéncia de aparelhos rddio-transmissores”, ¢: “Tem dia-
termia”, r: “Aparecem linhas diagonais”, s: “Aparecem linhas entreca-
ladas”. pVqg—1Vs.

4. p: “o sinal estd fraco”, ¢: “a imagem estd com granulagao chuviscos”,
r: “a imagem esta com som ruidoso”. p — q A r.

5. p: “Eu consumo o cafézinho”, ¢q: “Eu pago o cafézinho”, r: “Eu saio.”.
(p—q)—r.
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B. Solugoées dos exercicios

Solugao do exercicio 2.5.

(a) o) (b) ®

@\
o
@\
i

S
& v & N N
(e) ©) ®/ \@ (f) v ©) \®
o T o8

F o e o wo
®

Solugao do exercicio 2

1. p: O tanque é vazio. ¢: O carro anda. p — —¢,p F ¢. Vélido.
2. p: O tanque é vazio. ¢: O carro anda. p — —q,q - p. Nao valido.
3. r: O motor funciona. ¢ — p V r,~q, -p F —r. Vilido.

4. s: O mundo é redondo. t: As pessoas da outro lado cai. s — t, -t F —s.
Vilido.

Solugao do exercicio 2.7.

1. 1 (pAg) AT premissa
2 SAt premissa
3 pAq Ne, 1
4 q Ney 3
5 s Ne, 2
6 qNs A 4,5
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ISR N

N O Uk W N

— =
= O © 00~ O U W N

I R

N O Uk W N

p premissa
pP—q hipétese
q —e 1,2
P—q) —q¢ —i23

(pV(g—p))Aq premissa

pV(g—p) Ne, 1
q Ney 1
p hipétese
q—p hipdtese
q —e 3,0
p Ve 2,4,5-6
p— (gVr) premissa
q—Ss premissa
r—S premissa
p hipdtese
qVvr —e 4,1
q hipdtese
S —e 6,2
r hipétese
S —e 8,3
S Ve 5,6-7,8-9
p— S —; 4-10

-p — p premissa

-p hipétese

L -6 1,2

p PBC 2-3

T premissa
p— (r — ¢) premissa
p hipétese
r—q —e 3,2

q —e 1,4
gAT Ai 5,1
p—(gAr)  —i36
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B. Solugoées dos exercicios

7.1 (pAq) AT premissa
2 pAq Ne, 1
3 r Ney 1
4 p Ne, 2
5 q Ney 2
6 qnNT Ai 5,3
7 pA(gAT) A 4,6

Solugao do exercicio 2.8.
T0PQ, PLAOS, PLAOTOYLO, AVBpwTos, Aoyos, poB0s, AoYLEN, AoYyLKO.

Solugao do exercicio 2.9.

1. O lei da contraposigao (extendida): (p Agq) — r 4 (p A —r) — —¢

1 (pAg)—r premissa

2 pA-Tr hipétese

3 p Ne, 3

4 -r Ney 3

) q hipétese

6 pAq A; 3,5

7 r —e 6,1

8 L —e 7,4

9 -q —-; 5-8
10 (pA—T)— g —i2-9

2. p—=qg) = (r—s)F(p—s)—(r—s)
A prova usa duas lemas r : =(p—q)Fpery:—(p—q)F g

1 (p—q) — (r—s) premissa
2 p—s hipétese
3 -(r — s) hipétese
4 —(p —q) Modus tollens 3,1
5 p lema 71 4
6 s —¢ 5,2
7 s lema 75 3
8 1L - 6,7
9 r—s PBC 3-8
10 (p—s)—(r—s) —i29

Prova da lema rq:
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1 —(p — ¢) premissa
2 -p hipétese
3 P hipétese
4 1 - 3,2

5 q 1.4

6 pP—q —i 2-5

7 L -6 6,1

8 D PBC 2-7

Prova da lema ro:

1 —(p — ¢) premissa
2 q hipétese
3 P hipétese
4 q cépia 2
5 p—q —i 34
6 L —e 5,1

7 -q —; 2-6

Solugao do exercicio 2.10.

1. Temos os seguintes proposicoes atomicas: pi: “Pedro é honesto”. ps:
“Paulo é honesto.”. o: “Tem ouro na cidade”. Usando eles, Pedro
afirma: o A ps, e Paulo afirma: o A =p;. Como os dois podem mentir
nao temos premissas ainda! Mas se Pedro é honesto, a sua afirmacao
é valido: p; — o A p2 é uma premissa. Do mesmo jeito, se o A pa,
Pedro é honesto: o A py — p; é uma premissa (em breve p; <> 0 A pg é
uma premissa). Com o mesmo raciocinio chegamos na segunda premissa
P2 <> oA p1.

2. Suponhamos que tem ouro:
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B. Solugoées dos exercicios

1 p1 — 0N D2 premissa
2 0N pa — p1 premissa
3 pa — 0/ —p;  premissa
4 o/ —py — pa  premissa
5 0 hipétese
6 —p1 hipotese
7 o NPy Ai 5,6
3 D2 e 774
9 o\ py Ai 9,8
10 P1 —e 9,2
11 1 - 6,10
12 P1 PBC 6-11
13 o N p2 —e 12,1
14 P2 Ne, 13
15 oA py —e 14,3
16 —p1 Ney 15
17 1 -, 12,16
18 -0 PBC 6-17

Entao, nao tem ouro e também podemos provar, que Pedro e Paulo

mentem:

19 Pl hipétese
20 0N\ ps —e 19,1
21 o Ne, 20

22 L - 21,18
23 —p1 —; 19-22
24 P2 hipétese
25 oN—Dp1  —e 24,3
26 o Ney 25

27 4 - 26,18
28 ) -y 2427

Solugao do exercicio 2.11.
L pVigAr) Ve ApVr)
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T W N

o O

9
10
11
12

pV(gAT) premissa
P hipétese
pVgq Vi, 2
pVvr Vi, 2
(pVa)A(pVvr) N34
gqnAT hipétese
q Ne, 6

T Ne, 6
pVaq Vi, 7
pVvr Vi, 8
(V@ AlpVvr) N9, 10

(Vg N(pVr)

Vol,2— 5,6 — 11

() pVvgAr)4VgA(pVvr)

1 (pVag) A(pVr) hipétese
2 pVyg Ney
3 pVr Ney
4 P hipétese
5 pV(gAT) Vi, 4
6 q hipétese
7 pVvr copia 3
8 14 hipétese
9 pV(gAT) Vi, 8
10 r hipétese
11 qnT A6, 10
12 pV(gAT) Vi, 11
13 pV(gAT) Ve7,8—9,10 — 12
14 pV(gAT) Ve2,4—5,6—12
2)pvpEp
1 pVp premissa
2 P hipotese
3 P copia 1
4 P Ve 1,2-3,2-3
2)pvp-p
1 P premissa
2 pVp Vil

B)pVv(gvr)F (Vg Vr
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B. Solugoées dos exercicios

1 pV(gVr) premissa

2 P hipétese

3 pVq Vi, 2

4 (pVgVr Vi3

5 qVr hipétese

6 q hipotese

7 pVq Vi, 6

8 (pvVgVr v, 7

9 r hipétese
10 (Vg Vr Vi 9
11 (pVqgVr Ve 5,6-8,9-10
12 (PVq) VT Ve l245 11

3)pV(gVvr)d(pVq) Vr (o mesmo principio da (3) F).
4) ~(pVa)F=pnr—q

1 —(pVgq) premissa

2 P hipétese

3 pVq Vi, 2

4 € —e 3,1

5 -p PBC 24

6 q hipdtese

7 pVq Vi, 6

8 € —e 7,1

9 —q PBC 6-8
10 pA-qg A 5,9

(4) ~(pVvVq) 4-pA—q

1 -p A —q premissa

2 -p Ne, 1

3 —q Ne, 2

4 pVyq hipétese

) D hipétese

6 1 —e 5,2

7 q hipétese

8 1 —e 7,3

9 uE Ve 4,5-6,7-8
10 -(pVygq PBC49

Solugao do exercicio 2.12.

O segundo lei é a regra que chamamos “modus ponens” é nao precisa ser
provada. O terceiro lei é a regra que chamamos “modus tollens” é nao precisa
ser provada.
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1 pVq premissa

2 —p premissa

3 P hipétese

4 L 63,2

b) q 1.4

6 q hipétese

7 q Ve1,3-5,6-6
1 -pV g premissa
2 p premissa
3 -p hipétese
4 4 —¢2,3

5 -q 14

6 #q hipdtese
7 —q Vel,3-5,6-6

Solugao do exercicio 2.13.
(a) p - ¢ significa, que temos uma prova com premissa p chegando em g. Com
isso, podemos construir uma outra prova:

1 p hipétese

2 usa a prova p F q
3 q

4 pP—q

Ao contrério, se - p — ¢, com premissa p podemos usar o modus ponens (—)
para chegar a ¢, logo p |- q.

(b) A mesma construcao funciona no caso geral. pi,...p, b ¢ significa, que
temos uma prova com premissa pi, ..., p, chegando em q. Podemos construir
uma prova como

1 p1 hipdtese
D2 hipétese
n Pn hipdtese
usa a prova pi,...pn - gq
m q
m+1 Pn — q —i n—m
m-+n-1 p2— (- (pn—q) ) —i 2-(m+n-2)
m-+n pr—(p2— (- (Pn—q)+)) —il-(mtn-)
e ao contrario, com teorema p; — (p2 — (- (pn — ¢q)---))) e premissas
P1,--.,Dn podemos usar n vezes —. (modus ponens) para chegar na conclusao

q. Logo, p1,...,pn - q.
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B. Solugoées dos exercicios

Solugao do exercicio 2.14.

1 ANB premissa
2 A Ne; 1

3 B Ney 1

4 A— —-B hipétese
5 -B —e 2,4
6 € —e 3,5

7 -(A—-B) PBC

1 —(A — —B) premissa

2 -A hipétese

3 A hipdStese

4 € —e 3,2

5 -B 14

6 A— —-B —; 3-5

7 € —e 6,1

8 A PBC 2-7

9 -B hipétese
10 A hip6tese
11 -B cépia 9
12 A— -B —; 10-11
13 1 - 12,1
14 B PBC 9-13
15 ANB A; 8,14

1 AV B premissa

2 A hip6tese

3 -A hip6tese

4 € —e 2,3

5 B 14

6 -A—B —;35

7 B hipétese

8 -A hip6tese

9 B coOpia 7
10 -A— B —;89
11 A =B V.1,26,710
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1 —-A — B  premissa

2 —(AV B) hipétese

3 -AN-B deMorgan

4 -A Ne, 3

5 -B Ney 3

6| B e 4l

7 1 —e 6,5

8 AV B PBC 2-7

Solugao do exercicio 2.15.

1 -——A - -A Regra ==, substituindo A — —A
2 (A — -A) > (A — ——A4) axs

3 A—-—-A —e 1,2

1 A——--A Regra ——;.

2 —-—A — (=B — —-—A) axp, substituindo A — ——A, B+ —b.
3 (-B — —-—A) —» (A — B) axs substituindo A — —A.

4 A— (-B — ——A) Trans 1,2

5 A— (A —D) Trans 4,3

Solugao do exercicio 2.16.

Seja o nome das fungdes Sa, P, Sas respetivamente (S3 é a funcdo simétrica
de quatro varidveis, que é verdadeira, se exatamente 2 argumentos sao verda-
deiros; S23 é verdadeira se exatamente 2 ou 3 argumentos sdo verdadeiros).

(@) p pA-p (b)) p qa pA-q () p q pAg—pVg
f f f f f f f v
v f f v f f v v
v f v v f v
v v f v v v
(d p g p—=@—=p (@ p a (p—¢g—(g—-p () p a —-(-pA-9)
f f v f f v f f f
f v v f v f f v v
v f v v f v v f v
v v v v v v v v v
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B. Solugoées dos exercicios

d S

C

p

(h)

Sa3

e T oI

P P B S

e T T e B

e T T T B

H >

Solugao do exercicio 2.17.

p—p (¢) p q p—=q —(pA—q)

() p

-(=pVyq)

(d) p a

e

il

p p®p () p q (egdp (f) p pdl —p

(d)

-(p=q)

h) p q p&yq

(pAT)D(gAT)

(pog AT

T

(g) P a

G

t0s.

0es Sao corre

Usando as tabelas de verdade resulta que todas relag

Solugao do exercicio 2.18.
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P1 P2 0 p1<—O0Ap2 p2 <> oATpy
f f f A4 v
f f v \s f
f v f \% f
f v v f v
v f f f v
v f v f v
v v f f f
v VvV Vv A% f

Assim, se todas a premissas sao verdadeiras, o inico caso e que pi, ps € 0 Sao
falsos e a relagao de conseqiiéncia semantica entre as premissas e a conclusao
é correto nesse caso:

P1 <> 0AD2,p2 <> 0 APy = 0

Solugao do exercicio 2.19.

1. Se a tltima regra aplicada (linha k) foi V., com resultado x a prova
refere a trés items: uma disjuncao ® V ¥, uma prova ®---x e uma
prova V.- -y (todas em linhas < k). Junto com as premissas, obtemos
provas ®¢,..., 9, F VU, &y,....P,, P F y, P1,...,P,,¥ - x em
menos que k linhas e usando a hipdtese de inducucao obtemos também
oy,..., 0, EOVVY, Dy,...,9,,P F x, P1,...,P9,, ¥ E x. Logo,
dq,..., P, F x: Suponha &4, ..., D, verdadeiras e x falso. A primereira
relagao implica que @V ¥ é verdadeira, mas se y ¢é falso, as dltimas duas
regras implicam que ® e ¥ sao falsos, uma contradicgo.

2. Se a 1ltima regra aplicada (linha k) foi — a prova refere a uma férmula
® e uma implicagdo ® — ¥ (em linhas < k). Logo, obtemos provas
D,..., 0, FPedy,..., &, - P — ¥ com menos que k linhas e usando
a hipdtese da indugao obtemos também ®q,..., 0, =P e &y,..., P, |
® — . Esses dois relagoes implicam que ®4,..., P, | ¥ é correto
também.

Solugao do exercicio 2.20.
Usando uma tabela de verdade, obtemos
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B. Solugoées dos exercicios

p_q r pVgAr) (pVagAr
fr rr !

fr v f !

fov f f f

f v v w v

v f f v f *
v f v w v

v v f w f *
vov v W v

Analisando as linhas com valores de verdade diferentes (*), a defini¢ao da
relagao de conseqiiéncia da semantica permite concluir que

pV(gAT)E (VAT
(V@ ArEPVI(gAT)

Entao, a consisténcia e completude permite concluir que

pV(gAT) (pVa) Ar
pVigAr) (Vg Ar.

Solucao do exercicio 2.21.
O rascunho de uma implementacao em OCaml. Uma representacao simples
de férmulas da légica proposicional é

(x representation of a boolean formula x)
type formula =
BinaryOperation of formulaxcharxformula |
UnaryOperation of char x formula |
Proposition of char;;

com caracteres para os operadores bindrios e as proposicoes. Com uma certa
atribuicao das proposigoes, a avaliacao é

(* evaluate a formula given a valuation v

Input: formula f of type formula

valuation v

(association list of propositions with booleans)
Output: true or false

*)
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let rec evaluateFormula f v =
match { with
| BinaryOperation (fl,op,f2) >

let vl = evaluateFormula fl1 v
and v2 = evaluateFormula f2 v
in begin

match op with
+7 > vl || v2
| 7%7 > vl && v2

| >’ > not vl || v2
| op > raise (IllegalOperator op)
end
| UnaryOperation (op,fl) >
let vl = evaluateFormula fl v in not vl

| Proposition p >
List .assoc p v
3
com a representacao +, *, > para a disjunc¢ao, conjuncao e implicacao, respeti-
vamente. A Unica operagao undaria é a negagao. Construindo todas atribuigoes
possiveis, podemos aplicar evaluateFormula para obter uma tabela de ver-
dade para uma férmula.

Solugao do exercicio 2.22.

1. s=a®b,c=anb

2.s=a®b®c,d=(ance)V(bAc)V(aND)

Solugao do exercicio 2.23.

l.d=a®beu =-aAb.

2.d=a®db@uew =(wA-a)V(bA-a)V (uAbd).

Solugao do exercicio 2.24.

Inducéo sobre o nimero dos simbolos |s = n na cadeia s. Base: Com n = 0,
temos s = €. Logo as = sb nao é valido, porque a # b. Passo: Suponha que
nao tem cadeias de tamanho n tal que as = sb. Suponha também, que tem
uma cadeia s’ de tamanho n + 1 tal que as’ = s'b. s’ tem que ter a forma

s’ = at com uma cadeia |t = n porque o primeiro simbolo é iqual. Temos
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B. Solugoées dos exercicios

aat = atb, que implica que at = tn, uma contradicao. Logo, nao tem uma
cadeia s’ de tamanho n + 1 tal que as’ = s’b.

Solugao do exercicio 2.25.

1. qVp,q— rkqV((-r—=p)A(p— 1))

1 qVDp premissa

2 q— T premissa

3 =(qV ((-r = p) A (p— —r))) negagao da conclu

4 -q -V3

5 ~((=r = p)A(p— 1)) -Vv3

/ Y

6 —|(—\r — p) —|(p — —\r) -ADH

7 -r p - —6

8 "p —r _ — 6

9 \L \ T ——8
T

10 -q _'T\ -q -r — 2

v v T
11 q \p q p q P x V1
12 X X X X X ®

p=wv,q=fer=uvéum contra-examplo.

2. (s = t)A(t—s),t— (s—q),~r — —pk(pVs)— (rVq)

144



1 s —=tNt—s

2 t—(s—q)

3 or — p

4 ~((pvs)—(rvaq)

5 s —t

6 t—s

7 pVs

8 —(rVaq)

9 -r

10 vq\)
11 -p -
12 r
13 X
14 s p
15 L\\\\\\\& X
16 t —s
17 ¢\ X
18 S -t
19 ¢\\\\\\& X
20 §—q —t
21 X
22 ﬁLs \q
23 X X

premissa
premissa
premissa
premissa

Al
Al

ﬁ—)4
—\—>4

- V8
-V9

— 3

——11

V7

— 2

— 20

3p¢,rE=(((g—=7)—=(@—=)A((rAg A(PpAQ)))

1 p premissa
2 q premissa
3 -r premissa
4 —(((g—=1r)—=(@—=q)AN((rANg)N(pAq))) negacdo da concluséo
5 (((g=r)=@—=a)A((rrgAlpAa))) -4
6 ((g—=7)—=(g—9) A5

7 (rAng)A(pAg) A5

8 rAgq AT

9 PAg AT

10 r A8

11 X
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B. Solugoées dos exercicios

Solugao do exercicio 2.26.

l.p=(qg—=r)t+qg—-(p—r)

N OO W N

p— (¢ —r) premissa
q hipétese
P hipétese
q—r MP 3,1
r MP 24
p—rT —i3-5
q— (p — r) —2-6

O prova da direcao contréaria é a mesma com ¢ e p trocado.

2.p—=(q—r)d-(pAg) —r

N O Ok W N

1

O © 00~ O Tk W

—_

p— (¢ —r) premissa 1 (pANq) —r  premissa
pAq hipétese 2 P hipétese
P Ne, 2 3 q hipétese
q Ne, 2 4 pAq Ni2,3
g—r MP 3,1 5 r MP 4,1
r MP 4,5 6 q—r —i3-5
(pAg)—r —i2-6 7 r—(¢g—r) —i2-6
3. p,=g,rE—(p—((gVr) = (r—-p)))

P premissa

—q premissa

r premissa

P=((@Vr) = (= p))  hipdtese

(qvr)—(r— -p) MP 1,4

qVvVr Vi, 3

r— p MP 6,5

—p MP 3,7

L —1,8

=@V = =)l 9

Solugao do exercicio 2.27.

L(p—q —(q—r)
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2. (((p—=p)Vv(rvr)) — (=pA-r))

(Vv =p)A(pV 1)) A((=pV —p)A(=pV—T)))
A(((=rV =p) A (=r V =r)) A((=r V =p) A (= V=)

3. ((pVp) = —-r) = ((rAp) = (r—4q)))

(((pvp)V((=rV=p)V(=rVag))A(rV((=rV-p)V(-rVqg))))

Solugao do exercicio 2.28.

1. Tabelas de verdade

P g pXg peg
fFr f v
fov v f
v f v f
v f v
2. Regras dedutivas
b p=yq q P4 p—q q—p
—— el — 2 ———— n
q p bp—yq
p pP®gq q p®gq p—mq —p—4q
— Qa1 — Qe2 i
3. Regras para arvores
p=q ~(p < q)
PN
p -p p/ o -p
4 —q q

com as regras para —(p®gq) e pQq as mesma que para p < g e —(p < q),
respectivamente.

Solugao do exercicio 3.1.

1. Ynam(m > n), com F = Z e P = {>,=} e o significado informal

x > y: = é maior que y.
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B. Solugoées dos exercicios

2.

148

(VpP(p)) — —Q(e), com F = {e}, P = {P,Q} e significado informal

P(x): x tem um Porsche.
Q(x): x quer um Porsche.
e: Eu.

Alternativa: Ao invés de falar s6 sobre pessoas, podemos permitir ob-
jetos como um Porsche. Uma possibilidade é (VRH(h) — T'(h,p)) —
-Q(e,p), com F = {e,p}, P ={H,T,Q} e o significado informal

H(x): = é humano.
T(x,y): = tem y.
Q(x,y): x quer y.
e: Fu.

p: Porsche.

. (3pH(p)) V (VpM (p)), com F =0, P = {H, P} e significado informal

H(x): x é um heroi que nos salve.
M(x): x vai morrer.

Dependente do contexto, queremos uma férmula que garante um dos
dois eventos s6, por exemplo ((IpH(p)) V (YpM(p))) A =((3pH (p)) A
(VpM (p))).

. H(m(m(m(p(e))))) com F = {e,m,p} e P = {H} e significado

m(x): Mae de x.
p(x): Pai de x.
H(x): x é humano.
e: Eu.

. (3zP(z) AVp: Pr(p) — G(z,p)) com F = e P = {P, Pr,G} e signifi-

cado informal

P(x): x é uma pessoa.
Pr(x): x é um premio.
G(x,p): x ganhou premio p.

. Vp3xzG(z,p) com a mesma interpretagdo do item anterior.
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Solugao do exercicio 3.2.

1. Usando uma interpretacao sobre nimeros inteiros, a férmula afirme que
“Para todos pares de nimeros, tal que um é maior ou igual que o outro,
existe um terceiro diferente e entre dos dois” (que ndo é correto nessa
interpretagao).

2. Como z so ocorre no escopo do z, a férmula intuitivamente é equivalente
com Jz—P(z) e afirme que existe um objeto que ndo tem a caracteristica
P. Por exemplo, com
P(z): x é um niimero primo.

Jx—P(x), sobre nimeros inteiros significa “Tem ndimeros que nao séo
primos”.

3. A férmula afirme que o predicado P(x,y) é simétrico. Um exemplo é
P(x,y): = estd casado com y.
com a interpretacao “Se alguem estd casado com alguma pessao, essa
pessoa também estd casada com a primeira pessao”.

4. A férmula afirme que se todos objetos tem a caracteristica R, existe um
objeto que é identico com o resultado da aplicacao da funcao m para si.
Por exemplo se escolhemos R(x): x mora em Porto Alegre.

m(z): O prefeito da cidade que « mora.
o significado seria “Se todo mundo mora em Porto Alegre, existe uma
pessoa que é o prefeito da cidade em que ela mora”.
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B. Solugoées dos exercicios

5.

A férmula afirma a existencia de um objeto z que tem uma relacdo P
ou uma relacao R com todos objetos. Por exemplo, com

P(z,y): « é menor ou igual que y.

R(z,y): x é maior ou igual que y.

considerando numeros € N, temos “Existe um nimero que é menor ou
igual ou maior o igual que todos nimeros”.

A férmula afirme que a relacao R é reflexivo. Por exemplo com
R(z,y): = é menor ou igual que y.
a interpretagao é “Todos nimeros sao menor ou igual a si mesmo”.

Solugao do exercicio 3.3.

. L(3z-Q(c)) = 0. Ligadas sao {z}.
. L(V2=R(2)) = 0. Ligadas sao {z}.

(

(

L((P(c) V P(a)) A Q(c, 2,b,z)) = 0. Ligadas sio 0.
(Jz(P(x) — P(c))) = 0. Ligadas sio {z}.
(
(

h

. L(Vy3zQ(z)) = {z}. Ligadas sdo {x,y}.

L(VzQ(z,z,2,2)) = {x}. Ligadas sdo {z}.

Solugao do exercicio 3.4.
Como so os items 5 e 6 tem varidveis livres, o resto das férmulas ndo muda.

1.
2.

= W

J2-Q(c)

Vz-R(z)

(P(c)V P(a)) AQ(c, z,b, )
S (P(x) — P(c))
V2vy3eQ(2)

Va2 Q(z, 2, 2, 2)

Solugao do exercicio 3.5.

1.
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Com ® = Vz3y—P(y) temos®[g(c)/x] = ®



6.

Com ® = Vz3y—P(y) temos P[g(c)/y] =
com ® = Vz3y—P(y) temos P[g(c)/z] = @

Com ® = Vz(R(b) V R(2) V Q(y,y, z)) temos ®[f(2)/y] = Vx(R(b) V
R(x) vV Q(f(2), f(2),x))

Com @ = Vz(R(b) V R(2) V Q(y,y, z)) temos ®[f(x)/y] = V2(R(b) V
R(z) VQ(f(x), f(x),2))

Com ® =Vz(R(b) V R(2) V Q(y,y, 2)) temos ®[f(x)/z] =P

Solugao do exercicio 3.6.

1.

Sejam F = {f,n,e,my, k, ma, h,w, mae, pai} (tal que os primeiros 8 ele-
mentos sdo constantes e os ultimos dois fungdes com um argumento) e
P = {filho, irmao} (dois predicados de aridade dois).

. O universo seja

U = {francesco, nina, edelweis, marcus, klaus, marianne, hilton, wilma, L }.

Como as fungoes mae e pai tem que ser total, usamos um elemento L
para o valor “nao definido” nos casos que o universo nao contém uma
pessoa adequada.

O significado dos constantes seja f™ = francesco, n™ = nina, eM =

edelweis, m{"l = marcus, k™ = klaus, mé"l = marianne, K™ = hilton,
wM = wilma. O significado das funcoes seja

mae™ = {(francesco, edelweis), (nina, edelweis), (edelweis, wilma),

(marcus, marianne), (klaus, L), (marianne, L), (hilton, 1), (wilma, 1)}

[§]

pai™ = {(francesco, marcus), (nina, marcus), (edelweis, hilton),
(marcus, klaus), (klaus, 1), (marianne, 1), (hilton, L), (wilma, 1)}.

O significado dos predicados seja

filho™ = {(edelweis, francesco), (edelweis, nina), (marcus, francesco),
(marcus, nina), (klaus, marcus), (marianne, marcus),

(hilton, edelweis), (wilma, edelweis) }

e irmao™ = {(francesco, nina), (nina, francesco)}.
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B. Solugoées dos exercicios

Solugao do exercicio 3.7.

1. Com qualquer universo U tal que PM = () C U2, a férmula est4 correta.

2. Com qualquer universo U tal que PM = U? a férmula nio estd correta.

Solugao do exercicio 3.8.

. Escolhe U = {a,b} e PM = {(a,b), (b,a)}.

. Escolhe U = {a,b}, PM = {a} e QM = {b}.

Escolhe a mesma estrutura do item anterior.

Escolhe U = {a,b}, PM = {a} e QM = {a,b}.

Solugao do exercicio 3.9.

1. P(z)F JzP(x)

1 P(x) premissa
2 e P(x) Fxi, (t=2x)

2. VaP(z) F YaVaP(z)

—_

VzP(x) premissa

2 X0 (qualquer xg)
3 VaP(x) copia 1

4 VaVaP(r) Vi3

3. JxP(z),VxP(z) — Q(x) F FzQ(x)
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1 JxP(x) premissa

2 VzP(x) — Q(x) premissa

3 xo P(xo) hipétese

4 P(zg) — Q(zg) Vze 2 (t = x0)
5 Q(xo) —e 3,4

6 F2Q(x) Jzi 5, (t = x0)
7 JzQ(x) dze 2,3-6



4. JxP(z) - —Va—P(x)
1 JzP(x) premissa

2 Yax—P(z hipétese

3 xo P(zy) hipdtese (para Jzi 1)
4 _\P(Hio) Ve 2

5 L e 3,4

6 1 Jxe 1,3-5

7

-Vz—-P(z) PBC 2-6

5. =Vz—P(z) F JzP(x)

1 —Vx—P(z) premissa
2 —JxP(x) hipétese
3 X0 (qualquer xg)
4 P(xp) hipétese
5 JzP(x) Jxi 4 (t = zo)
6 1 e 5,2
7 ~P(z;) _PBC46
8 Ve—P(z) Vi 3-7
9 L o 8,1
10 JxP(x) PBC 2-9

6. - VaP(z) — P(x)

1 Xo (qualquer )

2| [ Plxo) hipétese \
3 P(zg) — P(zg) —2-2

4 VeP(x) — P(x) Vail-3

1 VeP(x) A Q(x) premissa
2 X0 (qualquer xg)
3 P(z0) N Q(z0) Vae 1 (t = xo)
4 P(.’EQ) /\01 3
5 VaP(x) Vai 2—4
6 Xo (qualquer )
7 P(xo) N Q(x0) Vae 1 (t = xp)
8 Q(l‘o) /\e2 7
9 VaQ(x) Vi 6-8

10 (VzP(x)) A (VzQ(z)) Ai 5,8

8. (VaP(z) — Q(x)) A (V2Q(z) — R(x)) F (VzP(x) — R(z))
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B. Solugoées dos exercicios

O © 03U WN

—

VzP(x) — Q(z) premissa
Vz@Q(x) — R(z) premissa

X0 (qualquer zg)
P(x9) — Q(xg) Vazxel

Q(xg) — R(xg) Vzel

P(xo) hipétese
Q(zo) —e 6,4
R((E()) —e 7,5
P(.Z'Q) — R(l’o) —i 6-8
VaP(x) — R(x) Vai3-9

Solugao do exercicio 3.10.
Prova os seguintes seqiientes usando a deducgao natural:

1. Jz(S — Q(x)) F S — J2Q(x)
1 JzS — Q(x) premissa
2 S hipétese
3 xo S — Q(x0) hipdtese
4 Q(x0) MP 2,3
5 JzQ(x) =4
6 J2Q(x) =, 1,3-5
7 S — JzQ(x) —; 26
2. (VaP(x) —» SF Jz(P(z) — 9)
1 (VxP(z)) — S premissa
2 (VzP(z)) V-(VzP(z)) LEM
3 VaP(x) hipStese
4 P(y) hipétese
5 S MP 3,1
6 Ply) — S —i 4-5
7 JxP(x) —» S Jzi 6
8 -(VzP(x)) hipétese
9 Jz-P(x) Teorema (nu)
10 xo—P(x0) hipétese
11 P(xo) hipétese
12 1 — 11,10
13 S 1e 12
14 P(zo) — S 1113
15 JxP(z) — S Jzi 14
16 JxP(x) — S Jdze 9,10-15
17 2P(z) = S Ve 2.3 7.8 16
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3. xf(x)=ak Jzf(f(x) =2

1 Jzf(z) == premissa
2 xo f(zo) = a0 hipétese
31 F(f(@o)) = f(f(mo)) =i (t= f(f(%0)))
4 f(f(x0)) = f(zo) =c (© = f(f(20)) = f(x))
5 f(f(z0)) = 20 =e (® = f(f(20)) = )
6 Jzf(f(z)) == Jzi 5
7 Jzf(f(z)) == Jze 1,2-6
4. P(b) FVa(z =b— P(x))
1 P(b) premissa
2 X0 (qualquer zg)
3 z=> hipétese
4 b=z (simetria da identidade)
5 P(x) = (P = P(x))
6 x=0b— P(x) —; 3-5
7 Ve (x =b— P(z)) Vzi2-6

5. JxIy(H (z,y) AN H(y,x)), ~FoH(x,z) - JzIy—(z = y)

)
1 Jz3yH(x,y) N H

(y,z) premissa
2 =3z H (z,x) premissa
3 —JzIy—(z =y) hipétese
4 Ve (Fy—(x = y)) (generalizag@o teorema ne)
5 VaVy——(z = y) (generalizagao teorema ne)
6 x03yH (zo,y) A H(y,x0) hipétese
7 Vy——(zo = y) Vze 5
8 yo H(zo,yo) A H(yo,xo) hipStese
9 -z = Yo Ve 7
10 o = Yo —7e 9
11 H(Io,yo) Ney 8
12 H(yo,yo) =e 11 (® = H(z,y0))
13 JzH (z,x) Jzi 12
14 1 e 13,2
15 1 dre 6,8-14
16 1 dze 1,6-15
17 JzIy—(z = y) PBC 3-16

com a seguinte generalizagao do teorema (ne)

-3z ® - VP

para qualquer férmula ® (a prova é igual, s6 usando ® ao invés de P(x)).

6. Va(P(z) < x =b) F P(b) AVaVy(P(z) AN P(y) = = =y)
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B. Solugoées dos exercicios

1 Ve ((P(z) - x =b) A (x =b— P(z))) premissa
2 (VzP(z) — = = b) A (Vz(x = b — P(z))) (teorema duc)
3 VeP(z) —x=b Ney 2
4 Vz(x =b— P(x)) Nesy 2
5 b=1b =i
6 b=b— P(x) Ve 4
7 P(b) MP 5,6
8 X0 (qualquer zq)
9 yo (qualquer yo)
10 P(zo) A P(yo) hipGtese
11 P(z0) Aey 10
12 P(xg) a0 =0 Vze 3
13 zo = b MP 11,12
14 P(yo) Aey 10
15 P(yo) > yo=1b Vae 3
16 Yo =b MP 14,15
17 b=yo (simetria da identidade) 16
18 20 = o —. 17,13
19 P(xo) AN P(yo) — T = Yo —; 10-18
20 VyP(zo) NP(y) — z0 =y Vi 9-19
21 VaVP(@) AP(y) Sz =y Vi 8-20
22 P(b) AVzVP(z) NP(y) —x =1y Ay 7,21

Solugao do exercicio 3.11.

1. Jz(S — Q(x)) F S — F2Q(x)

1 xS — Q(x) premissa

2 =(S — JzQ(x)) negacao da conclusao
3 S regra - — 2

4 —JzQ(x) regra - — 2

5 Vz—Q(z) regra —34

6 S — Q(a) regra 3 1

7 Q(a) regra V 5

8 =S ~ T Q(a) regra — 7

X X

2. (VaP(z)) — S+ Jz(P(z) — S)
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1 (VzP(z)) — S premissa

2 —3z(P(z) — S) negacao da conclusao
3 Ve—(P(x) — 5) regra —3 2

4 —VzP(z) regra — 1 11 S regra — 1

5 Jz—P(z) regra —V 4 12 —(P(a) — S) regra V 3

6 —P(a) regra 35 13 P(a) regra - — 12

7 —(P(a) —»S) regraV3 14 -S regra = — 12

8 P(a) regra - — 7 X

9 -S regra - — 7

10 X

3. f(x)=ak Jzf(f(z) =2

1 rf(x) == premissa

2 -3Jzf(f(x)) =2 negagao da conclusao
3 Vo (f(f(z)) =x) regra =3 2

4 fla)=a regra 3 1

5 ~(f(f(a)) =a) regra V' 3

6 (f(a) =a) regra = 4,5

7 —(a=a) regra = 4,6

7 x regra — =

1 P(b) premissa

2 —Va(z =b— P(x)) negagdo da conclusao
3 Jda—(z =b— P(x)) regra —V 2

4 —=(a=b— P(a)) regra 3 3

5 a=1b regra - — 4

6 —P(a) regra - — 4

7 -P(b) regra = 5,6

8 X

5. Jx3y(H(z,y) AN H(y, ), ~3zH (x,x) F JzIy—-(z = y)
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B. Solugoées dos exercicios

1 JxIyH(x,y) A H(y,x) premissa

2 -3z H (z, ) premissa

3 —JdzIy—(z = y) negacao da conclusao
4 V-H(x, ) regra =3 2
5 Ve—-Jy—(z =y) regra =3 3
6 3JyH(a,y) A H(y,a) regra 3 1

7 H(a,b) N H(b,a) regra 3 6
8 H(a,b) regra A 7
9 H(b,a) regra A 7
10 —Jy—(a =1y) regra V 5
11 Yy——(a =y) regra =3 10
12 -=(a=10) regra V 11
13 a=2"b regra —— 12
14 H(b,b) regra = 13,8
15 —H(b,b) regra V 4
16 X

6. Vo (P(z) & x =b) F P(b) AVaVy(P(z) AN P(y) — = =y)
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1 VeP(z) = x=bAxz=b— P(z)
2 —(P(b) AVaVy(P(z) A P(y) — = =y))
3 Py~
4 P(b)—b=bAb=b— P(b)
5 P(b) —b=b
6 b=b P(b)
7 ~(b=10) P(b)
8 X X
9 “VaVy(P(z) A Py) — v =y)
10 Jz=Vy(P(z) A P(y) — = =y)
11 —VyP(a) NP(y) »a=y
12 y=(P(a) A P(y) = a=y)
13 =(P(a) A P(c) > a=c¢)
14 P(a) A P(c)
15 “(a=c¢)
16 P(a)
17 P(e)
18 P(a) ma=bAa=b— P(a)
19 P(a) a=1b
20 a=0b— P(a)
21 P(c) =c=bAc=b— P(c)
22 P(c) > c=b
23 c=b— Plc)
.
24,25 -P(a) a=b
<
26,27 -P(c) c=1b
28 X —(b=¢)
29 —(b=10)
X

Solugao do exercicio 3.12.
Com predicados R(z):
Q(zx): “x é um quadrado” temos

“x é um retangulo”

, L(x): “x é um quadrilateral” e

1. Todos os retangulos sao quadrilaterais: Ve R(xz) — L(z).

2. Algumas retangulos sao quadrados: JzR(x) A Q(z).
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premissa
neg. da conclu
regra —A\ 2
regra V 1
regra A 4
regra A 4

regra —A\ 2
regra vV 9
regra 3 10
regra Vv 11
regra 3 12
regra 7 —1:
regra 7 —1:
regra A 14
regra A 14
regra V 1
regra A 18
regra A 18
regra V 1
regra A 21
regra A 21

regra — 19
regra — 22

regra = 25,1
regra = 27,2



B. Solugoées dos exercicios

3. Algumas quadrilaterias sdo quadrados: JzL(z) A Q(x).

Uma prova de VzR(z) — L(z), 3z R(x) A Q(x) F JxL(x) A Q(x) é
1 VeR(x) — L(z) premissa

2 JzR(z) AQ(z)  premissa
3 R(xzp) ANQ(zp)  hipdtese
4 (1?0) /\e1 3
5 R(zo) — L(zg) Vzel
6| Lizo) MP 4,5
7 (CE()) Ney 3
8 (.2? ) N Q(Z‘o) Ai 6,7
9 JeL(x) AQ(x)  Fxi 8

10 JxL(z) AQ(x)  Fre 2,3-9

Solugao do exercicio 3.13.
Para ® podemos introduzir as seguintes regras novas para arvores de refutagao
(elas sdo uma conseqiiéncia das regras existentes):
pPRq ~(p®q)
p” —p p~ = —p
—q q q —-q

1. (pA-q)V(—pAq)F (pVq) A-(pAq) é valido:

1 (pA—q)V (-pAgq) premissa

2 pA—q hipétese
3 D Ne, 2
4 —q Ney 2
5 pVq Vi, 3
6 -pV —q Vi, ©
7 =(pAq) de Morgan 6
8 bVvaA-(pAhg N T
9 “pAgq hipétese
10 —p Ney 9
11 q Ney 9
12 -pV —q Vi, 10
13 pVgq Ve2 11
14 —(pAq) de Morgan 12
15 (pVqg AN(pAg) Ay 13,14
16 (pVa) AN-(pAq) Ve 1,2-8,9-15

2. VYy3axP(x,y) F JaVyP(z,y)
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3. Vz(P(z) ® Q(x)) - (VzP(z)) ® (VzQ(x))

A drvore nao fecha. Um contra-exemplo é U = {a,b} com P = {a} e

Q= {o}.

4. (VzP(z)) @ (V2Q(x)) F Va(P(z) ® Q(x))

A &rvore nao fecha. Um contra-exemplo é U = {a,b} com P = U e

Q = {a}.

5. 3z(P(z) ® Q(x)) F (FzP(r)) ® (FzQ(x))

A érvore nao fecha. Um contra-exemplo é U = {a,b} com P = {a} e

Q= {b}.

6. (3xP(z)) ® (FzQ(z)) F Fz(P(z) ® Q(x)) é valido

(BzP(z)) ® (zQ(z))
~3z(P(z) ® Q(x))
(z) @ Q(x))

Va—(P(x Q(x)

2P (z) — T —~32P(z)

~32Q(x) 32Q(x)

V-Q(x) Va—P(x)

P(a) Q(a)

~Q(a) ~P(a)

(P(a) ® Q(a)) (P(a) ® Q(a))
Pla)= T -P(a) Pa) = ~P(a)
Q(a) -Q(a) Q(a) -Q(a)
X X X X
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B. Solugoées dos exercicios

1 JzP(r) @ Q(x) +/ premiss:
2 =((3zP(2)) ® (VzQ(z))) +/ negacao da co:
3 P(a) ® Q(z) 31

4 JzP(z) ~ B -3z P(x) -®2
5 VzQ(z) —VzQ(x) -®2
6 Vz—-P(x) -34
7 / l Elm—\Q(xL -5
8 Pla) —P(a) P(a) —P(a) ®3

9 ~Qa) Q(a) ~Qa)  Qa) ®3
10 Q(z) P(b) —P(a) —Q(b)

1 x Q(b) X —~P(b)

12 © 0]

A drvore nao fecha. Um contra-exemplo é U = {a,b} com P = {b} e

Q="U.
8. (FzP(z)) ® (VzQ(x)) F Jz(P(z) ® Q(z))

A &rvore nao fecha. Um contra-exemplo é U = {a,b} com P = Q = {a}.
9. Vz(P(z) ® Q(x)) - (F3zP(z)) ® (VzQ(x)) é valido.

VaP(z) ® Q(x)
~((VaP(2)) @ (F2Q(2)))
T

VaP(z) ~VzP(z)
J2Q(x) -32Q(x)
Jz—P(x)
Vz—-Q(x)
Q(a) ~P(a)
P(a) —Q(a)
P(a) ® Qa) P(a) ® Q(a)
= ¥ LN
Pa)  —P(a) Pla)  —=P(a)
“Qa)  Qa) —“Qa)  Q(a)
X x X X
10 (EIacP(:v)) ® (VzQ(z)) F Vz(P(z) ® Q(x))
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Como resultado desses exercicios, o seguinte tabela contém a regras da distri-
buicao da quantificagao sobre @: Com

A= QuzP(z)®Q(x), B = (Q22P(z)) ® (Q37Q(x))

temos
Q1 Q2 Q3 AFB BFA Justificacao
1 3 3 3 f v (e), (f)
2 3 3 v f v (g), (h)
3 3 v 3 f v Simetria linha 2
4 3 VvV 0V f v P=0,Q ={a} // Arvore fecha
5 V 3 3 f f P={a},Q={b}// P={b},Q=10
6 Vv 3 v v f (1), (G)
7TV v 3 v f Simetria linha 6
8 V N v f f (¢), (d)
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C. Breve histéria da légica

Visao geral
e Légica: em grego Aoyikn, “a arte ou método pensativa”.
e A légica que nos aprendemos parece compacto, razoavel e compreensivel.
e Mas nossos sistema de logica sao o resultado de 2000 anos de pesquisa.
e Na historia da logica ocidental, tem quatro fases importantes
— Periodo classico (350-200): Grécia
Boethius (480-524/525)
Idade média (1150-1450): Abaelardus, Ockham, Buridan, Burley.
— Leibniz (1646-1716)

— Periodo moderno (1850-): Boole, Peano, de Morgan, Pierce, Schréder,
Frege, Bernays, Hilbert, Gentzen, Godel, Léwenheim,...

Toda a histéria da logica consiste em definir um conceito aceitavel
de estupidez. Umberto Eco, Péndulo de Foucault

Periodo classico

Aristételes
Nao é possivel que a mesma qualidade contém e
nao contém na mesma objeto [...] Isso é o mais
certa de todos principios [...] Por isso, os que de-
monstram se referem ao isso como uma opiniao
ultimativa. Por que é per natura o fonte de todos
0s outros axiomas.

Metaphysica, 3, ITI.

e Aristételes é considerado como fundador da légica. Aristételes (*384,
+322)

e A légica foi um ferramenta (“Organon”) para ele.
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C. Breve histéria da logica

Silogismos

e Silogismo é o palavra grego para “conclusdo” ou “interferéncia”.
e Os silogismos de Aristételes foram o primeiro sistema de 1égica.
e Eles ficavam o sistema l6gico mais importante até a idade média.
Silogismos
Um silogismo é composto de
e Trés proposicoes (dois premissas e uma conclusdo) da forma

— A: Cada S é P. (Afirmo.)

— E: Nenhum S é P ou Cada S néo é P. (Nego.)
— I: Algum S é P. (Afirmo.)

— O: Algum S néo é P. (Nego.)

e Das 43 = 256 possibilidades, 24 deles sio “vélidas”.

Exemplo
Camestres:

Cada S é P. Nenhum T é P. Logo, nenhum T é S.

(Coloca S:Humano, P: Mortal. T": Deus.)

Barbara:
Cada S é P. Cada T é S. Logo, cada T é P.

(Coloca S:Humano, P: Mortal, T: Homem.)

Boethius
e Varias tradugoes de Aristoteles.

e Comentéarios das trabalhos de Aristételes.

e Trabalhos sobre silogismos.

Boethius (*480,
+524/525)
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Periodo moderna

Leibniz
e Idéia de uma “linguagem universal” como fundamento
da matematica.

e Nogoes bésicas da légica (“do verdadeiro s6 pode de-
duzir verdadeiro”)

e Principio da identidade (extensional): Dois objetos
sao idénticos se eles tem o mesmo “comportamento”
em qualquer contexto.

Gottfried Wilhelm
Leibniz (*1646,
+1716)

George Boole
Por que uma teoria da logica?

In the more complex examples of logical deduction [...], the aid
of a directive method, such as a Calculus alone can supply, is
indispensible. A investigation of the Laws of Thought - I.

e George Boole (1815-1864).

e Boole mostrou os limites da légica de Aristdteles.

e Ele inventou uma légica matemadtica (dlgebra booleana).
Exemplo: “Lei da dualidade”

z(l—xz)=0

Frege
e 1879: Begriffsschrift (“conceitografia”).

e Ele criou os primeiros sistemas axiomédticas de légica
(l6gica de predicados e da primeira ordem).

Gottlob Frege
(*1848, +1925)
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C. Breve historia da Iégica

Begriffsschrift
) O z
x_r"u'—l— Ef{m 7 )
L ! flam,
— Ji5;a)
%f{m,f By}
[ g-ﬂbw my)
&
c| 1f(8.¢)
i = —[ %ﬂmﬁ )
v
a = fle,, My)
1 e
| f(8, =]

Whitehead e Russell
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e O conjunto de todos os conjuntos que nao contém si
mesmo:

c={C'|C"gC"}.
e CeC?

e O descobrimento de contradigoes na teoria de conjun-
tos...

o " . Alfred North
e “Principia matemdtica”: Tentativa de um fundamento gy epond (*1861

l6gico para a matematica. +1947)

o Idéia: Sistemas de tipos...

Bertrand Russell
(*1872, +1970)

David Hilbert
e 1904: O programa de Hilbert.

— Hipétese do Continuo (1).

— Consisténcia da aritmética (2).

e 1928: O “Entscheidungsproblem”.

David Hilbert
(*1862, +1943)

Hilbert e Godel
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C. Breve historia da Iégica
e Teorema da completude da logica de predicados
(1929).

e Teorema da incompletude da légica de predicados
(1931).

e Independéncia da Hipdtese do Continuo da légica de
predicados.

Kurt Godel

(*1906, +1978)
Observe que a nogoes da completude e incompletude fala sobre diferentes

nogoes de “completude”. O primeiro teorema mostra a completude da logica
de predicados no sentido da definigao 2.3. No segundo teorema, “completo”
é a caracteristica de um sistema de axiomas de ser capaz de provar para
cada férmula ® ou ela mesma ou a sua negacao. O resultado do Gddel foi,
que qualquer sistema da axiomas da légica de predicados que é capaz de
formalizar a aritmética ou e inconsistente (i.e. pode ser provado uma férmula
e a sua negagao) ou incompleto.

Légicas nao-classicas
Légicas nao-classicas
e Loégicas de ordem superior.
e Loégica intuicionista.
e Logica fuzzy.
e Logica modal, para-consistente, relevante, ...

Légica intuicionista
e Idéia: Provas construtivas.

e Regras problematicas: PBC, LEM, ——.

e Construtividade: é uma idéia que corresponde bem
com a computacao!

Luitzen Egbertus
Jan Brouwer
(*1881, +1966)
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Exemplo 10
Existem a, b irracionais, tal que a” é racional.

Prova. Seja b = v/2. (a) Seja b® racional. Escolhe a = /2. (b) Seja b°

irracional. Escolhe a = \/5\/5 (que é irracional). [ |

O

b

Aplicacoes da légica
e Linguagens de programagao.
e Sistemas de tipos.

e Banco de dados.

Complexidade de algoritmos.

Inteligéncia artificial.

Verificagao de sistemas.

e Seguranca (p.ex. proof-carrying code).
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