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3x5=7

Q>



3x5=15

«O>» «Fr «Z» «E>» = Q>



Multiplicacao...

334780716989568987860441698482126908177
047949837137685689124313889828837938780
02287614711652531743087737814467999489

X

367460436667995904282446337996279526322
791581643430876426760322838157396665112
79233373417143396810270092798736308917 = ?



Multiplicacao...

334780716989568987860441698482126908177
047949837137685689124313889828837938780
02287614711652531743087737814467999489
X
367460436667995904282446337996279526322
791581643430876426760322838157396665112
79233373417143396810270092798736308917

123018668453011775513049495838496272077
285356959533479219732245215172640050726
365751874520219978646938995647494277406
384592519255732630345373154826850791702
612214291346167042921431160222124047927
4737794080665351419597459856902143413


http://www.wolframalpha.com/input/?i=33478071698956898786044169848212690817704794983713768568912431388982883793878002287614711652531743087737814467999489*36746043666799590428244633799627952632279158164343087642676032283815739666511279233

21 =7%7

«O>» «Fr «Z» «E>» = Q>



21 =3 x 7

«O>» «Fr «Z» «E>» = Q>



Versus: Fatoracao...

123018668453011775513049495838496272077
285356959533479219732245215172640050726
365751874520219978646938995647494277406
384592519255732630345373154826850791702

612214291346167042921431160222124047927
=7x7?



Versus: Fatoracao...

123018668453011775513049495838496272077
285356959533479219732245215172640050726
365751874520219978646938995647494277406
384592519255732630345373154826850791702
612214291346167042921431160222124047927
4737794080665351419597459856902143413
334780716989568987860441698482126908177
047949837137685689124313889828837938780
02287614711652531743087737814467999489
X
367460436667995904282446337996279526322
791581643430876426760322838157396665112
79233373417143396810270092798736308917

: 2000 2.2GHz-Opteron—anos CPU



Complexidade?

Porqué algun:s
mais



Nossos exemplos

Multiplicagdo de niimeros inteiros de O(n) bits:

e Método “escola™ O(n?)

o Melhor método: nlog n290°¢™ " (Fiirer, 2007)
Fatoragdo de um nimero inteiro com O(n) bits:

@ Crivo de Eratdstenes: O(2"nlog n).

. . 1/3 |ne2/3
o General prime number sieve: O(e(cto()n'/?log™*ny
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Notac3o assintotica

@ Frequentemente desejavel: sé considerar a

de uma funcao

e Exemplo: 4n® — 3n% + 2n — 1 cresce “como” n®

Notacao:
e Limite superior: 4n*> —3n*> 4+ 2n —1 € O(n?): cresce “ndo
mais” que n®
e Limite inferior: 4n®> —3n® +2n—1 € Q(n?): cresce “mais”
que n®
@ 4n® —3n® +2n—1 € ©(n®): cresce “igual” a n®



Complexidade

1.2x10°

1.0x10°

8.0x108
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2.0x108

0.0x10°

100
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200 300
Tamanho do problema

X3

10x°

Ax3-3x%42x-] —
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Mais formal...

Classes de crescimento
Para funcdes f,g : N — R*:

O(g(n)) ={f | 3c > 03ne¥n > ny :

Q(g(n)) = {f | Ic > 03ng¥n > ny :

6(g(n)) = O(g(m) N Ag(m)
o(g(n)) = {f | Vc > 03ng¥n > ny :
w(g(n)) = {f | Yc > 03ng¥n > ng :



sen(n) € O(1)

n? € O(n?)

n°®) (tempo polinomial)

nl € v2rn (2)" (1 + O(1/n)) (Stirling, 1730)

7(n) € ©(n/Inn) (Hadamard, 1896; de la Vallée Poussin,
1896)

u}
8]
it
it
[y

DA



@ Logaritmo iterado

. {0 sen<l1
log™ n =

1 + log*(log n)

caso contrario
@ Desconsiderar fatores logaritmicos (soft-O, O-suave)

feO(g) = Jk: feO(glogg)



f = O(F)

cO(f) = O(f)

O(f) 4+ O(f) = O(f)

0(0(f)) = O(f)

O(f)O(g) = O(fg)

O(fg) = fO(g)
g=0(f) = f+g=06(f)






Eficiente: em que?

Tempo de execucao

Mem©&ria consumida

Mem©dria acessada e nimero de falhas de cache

°
°
@ Nimero de operagdes E/S
°
@ Energia consumida

°

Energia dissipada

Problema basico: qual algoritmo é mais eficiente?



Uma tentativa:

An algorithm is efficient if, when implemented, it runs quickly
on real input instances.

«O» «Fr «=»

<

it
-

DA



Abordagem experimental

@ Mede um grande nimero de instancias, extrapola,
compara.

@ Mede um conjunto de instancias selecionadas e compara:

Vantagens:
@ Relativamente simples
Desvantagens:
@ Pode ser invidvel pelo nimero de testes necessarios.

@ Muitas dependéncias (maquina, ruido, E/S, etc,)
dificultam a comparacdo dos resultados.

@ Escolha de instancias representativas é dificil.



Alguns exemplos de cole¢bes de instancias

QAPLIB SteinLib VRP web

/
VRPLIB SATLIB

'ﬁ.’m.‘. ” weue  SNALID



http://www.seas.upenn.edu/qaplib
http://www.wiwi.uni-jena.de/Entscheidung/binpp
http://steinlib.zib.de//steinlib.php
http://neo.lcc.uma.es/radi-aeb/WebVRP
http://www.or.deis.unibo.it/research_pages/ORinstances/VRPLIB/VRPLIB.html
http://elib.zib.de/pub/mp-testdata/tsp/tsplib/tsplib.html
http://www.qbflib.org
http://www.satlib.org
http://www.csplib.org
http://miplib.zib.de
http://sndlib.zib.de/home.action

Exemplo de um fracasso

It is all to easy to make predictions which are quite
at variance with observed performance.

It is also easy to assume that relative performance on
one computer will apply to another computer.
Perhaps even worse, it is possible to optimize away
the worst case [...] at the cost of penalizing the
usual case.
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Abordagem tedrica

Define um modelo tedrico, e compara neste modelo.

Vantagens:
@ Resultados comparaveis.
Desvantagens:
@ Modelos podem ser elementares demais para algoritmos
praticos (maquina Turing).

@ N3o é obviou qual o modelo certo (quais instrucdes?)



Qual o modelo de computacio adequado 7

@ O computador de von Neumann?

@ Um super-computador paralelo?
Top 500, 9/2009: Jaguar Cray XT-5 com 224.162 cores

@ Um computador quantico?

@ Um outro modelo de computa¢cdo mais poderoso ainda?
O universo?



Qual o modelo certo?




Entrada

Entrada

Q>



Porta OR

Q>



Ordenar n nimeros em tempo linear?

DA



[T o T

O universo é o computador? Fatos
. Wy S -.."’. '.-'V-ﬁ. s A 5

3 Tamanho

137:|:02 % 10%-anos ~435 >< 1‘016'
"> 78 %10 anos-luz -
Dens;dade _".. 979 x Ik 30g/cm ..o

“Nidmero de a_tomos ,'; - 10’30 ;
"Numero de’bits” O120
Operacoes Iégicas

" menitares até hOJe

Operacoes/s -7y '-’~'2'~>'<. ‘10'1702"'_- .
VVMA)

(Peb cornsenso crentrflco atual Fontes pﬂncupals Lond (2002)



Resgate 1

Tese de Church-Turing

As funcdes efetivamente computdveis sobre os niimeros
inteiros positivos sao precisamente as funcdes computaveis
pela maquina de Turing.

@ Verdadeiro para todos modelos conhecidos

Magquina de Turing, calculo lambda, maquina
RAM, maquina pontador, circuitos logicos,
autématos celulares (Conway), avaliacdo de
templates em C++-, computador billiard,
computador quantico, ...



A mdquina de Turing

Computing is normally done by writing certain symbols on paper. "We
may suppose this paper is divided into squares like a child’s arithmetic
book. In elementary arithmetic the two-dimensional character of the
paper is sometimes used. But such a use is always avoidable, and |
think that it will be agreed that the two-dimensional character of paper
is no essential of computation. | assume then that the computation
is carried out on one-dimensional paper, i.e. on a tape divided into
squares. | shall also suppose that the number of symbols which may
be printed is finite. If we were to allow an infinity of symbols, then

there would be symbols differing to an arbitrarily small extent. The Alan Mathison
effect of this restriction of the number of symbols is not very serious. Turing (*1912,
It is always possible to use sequences of symbols in the place of single +1954)

symbols. Thus an Arabic numeral such as 17 or 999999999999999 is
normally treated as a single symbol. Similarly in any European lan-
guage words are treated as single symbols (Chinese, however, attempts
to have an enumerable infinity of symbols). The differences from our
point of view between the single and compound symbols is that the
compound symbols, if they are too lengthy, cannot be observed at
one glance. This is in accordance with experience. We cannot tell at
a glance whether 9999999999999999 and 999999999999999 are the
same. (Turing, 1936).



Um exemplo — a maquina de Turing

Cabeca de leitura
e escritura

1 0011011

Fita infinita



A maquina RAM

A (random access machine) é o modelo
padrdo para analise de algoritmos. Ela possui

@ um processador com um ou mais registros, e com
apontador de instrucdes,

@ uma memobdria infinita de ndmeros inteiros e

@ instrugdes elementares (controle,transferéncia inclusive
enderecamento indireto,aritmética).



A maquina RAM

Existem RAMs com diferentes tipos de instrucoes aritméticas

° : somente sucessor
° - adicao e subtracdo
° : multiplicacdo e divisdo

e com diferentes tipos de custos
e Custo : cada operagdo em O(1)

e Custo . proporcional ao nimero de bits dos
operandos



Maquina RAM com cache

Memoria

Cache Estratégia
Otima de
substituicao
Z
L

CPU




Perigo?

@ A tese de Church-Turing se aplica a fungoes sobre
nldmeros inteiros.

@ E ndmeros reais?

e A teoria da computacdo dos reais é menos desenvolvida.

e Exemplo: falta evidéncia para uma tese equivalente
sobre as funcdes sobre funcdes de nimeros
inteiros (Mitchell, 1996).

e Com operacdes sobre reais de precisdo arbitrario
podemos resolver problemas bem mais dificeis.

e Praticamente n3o é problema: a quantidade de
informagdo por volume (ou energia) é
limitada (Bekenstein, 1981).



analise de eficiéncia!

@ Serd que todos os modelos sdo
eficiéncia?

o N3o!

Isso ainda ndo garante a escolha de

« =

DA



Isso ainda ndo garante a escolha de
analise de eficiéncial

@ Serd que todos os modelos sdo
eficiéncia?

o N3o!

@ Serd que eles sdo uniformemente (i.e. da
para todos problemas) diferente?

«Or «Fr <=

« =

DA



Isso ainda ndo garante a escolha de
analise de eficiéncia!

@ Serd que todos os modelos sdo i
eficiéncia?

o Nao!

@ Serd que eles sdo uniformemente (i.e. da

para todos problemas) diferente?
e Nao!

DA



Exemplos de simulagdo

Theorem (van Leeuwen (1990))

m — tapes < 1 — tape(time kn® & space Lin)
m — tapes < 2 — tape(time knlog n & space Lin)
SRAM — UTIME < T(time n? log n)
RAM — UTIME < T(time n®)
MRAM — UTIME < T(time Exp)
SRAM — LTIME < T (time n?)
RAM — LTIME < T (time n?)
MRAM — LTIME < T (time Poly)



Resgate 2

Tese estendida de Church-Turing

Qualquer modelo de computacdo universal é equivalente a
mdquina de Turing com

@ custo adicional de tempo no méaximo polinomial

@ custo adicional de espaco no maximo constante

Equivaléncia definido por simulacdo mutual.

Verdadeiro para todos modelos conhecidos:
Magquina de Turing, calculo lambda, maquina
RAM, maquina pontador, circuitos logicos,
autématos celulares (Conway), avaliagdo de
templates em C++, computador billiard, ...

Computador quantico?



@ a tese estendida de Church-Turi

@ a fisica quantica atual é errada, ou

@ existe um algoritmo de fatoracao cléssi

40> «Fr « =)

« =

DA
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Um fundamento para a andlise pratica

o A (simples) serve como base da anilise.

@ A complexidade de um algoritmo depende do n
da instancia
Queremos classificar o da complexidade
com n.

@ Na anélise desconsideramos fatores constantes.



Tipos de crescimento

@ Tempo sublinear: busca binaria

@ Tempo linear O(n): maximo de n niimeros

@ Tempo O(nlogn): ordenagdo de n nimeros

@ Tempo quadritico O(n?): menor distancia entre n pontos

@ Tempo cibico O(n*): multiplicagio de matrizes



tamanho n

Temos a opcdo de considerar, entre todos instancias de

@ O melhor caso (analise otimista): praticamente indtil, ou
@ 0 caso médio, ou

@ o pior caso (andlise pessimista): o mais comum.

40> «Fr « =)

« =

DA



Quantidade

2.5x10%

2.0x10*

1.5x10*

1.0x10*

5.0x10°

Distribuigao das transposigdes no Bubblesort para n=9

5 10 15 20 25 30 35

Numero de transposigbes



35

30

25

20

15

10

Numero de transposigdes no Quicksort

12



Consequéncias

@ Um problema faz parte da classe DTIME(t(n)) caso
existe um MT que decide-o em tempo ct(n) para alguma
constante ¢ > 0.

@ (A teoria foca em problemas de decis3o.)

@ Para o estudo da de problemas
desconsideramos fatores polinomiais.

@ A classe de problemas com solugdes polinomiais é

P = DTIME(n*)

k>0



Parte Il

«O>» «Fr «=>»

Q>
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O pai dele

Muhammad ibn Miisa al-Khwarizmi (=~ 780 — = 850)
i 3 alasd] e 0 Dsoe > 2



Technieal Report IDSIA-16-00, 3 March 2001
ftp://ttpidsiach /puby/techrep IDSTA-16-00. ps gz

THE FASTEST AND SHORTEST ALGORITHM
FOR ALL WELL-DEFINED PROBLEMS!

Marcus Hutter

DA



Theorem (Busca de Hutter)

Para cada problema P formalmente definido e cada algoritmo
p, que demonstravelmente resolve P, e para qual t,(x) que
demonstravelmente é um limite superior para o tempo de
execugdo, podemos construir um algoritmo (de forma
genérica) tal que

ta(x) < bty(x) + d, time,, (x) + ¢,

onde time;, € o tempo necessario para calcular o limite de
tempo t,(x).

Em outras palavras: ta(x) = O(t,(x)) caso a fungdo de tempo
pode ser calculado em tempo razoavel!



Busca de Hutter: Qual o problema?

e Desvantagem? Os constantes ¢, e d, sdo
grandes...

e Por exemplo: Se a prova de corretude precisa b
bits, temos

c, = 40271 O(b?).

e Conseqiiéncia: Temos que procurar algoritmos
eficientes !
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Exemplo

Maximo
Entrada n ndmeros xg, ..., X,

Saida O maximo m = maxj<<p X;.

1 ji=nmk:=n—-1,m:=x,

2 { Invariante: m=x; = maxkcj<, X }
3 while k>0 do
4 if x, <m then
5 Ji=k;m = x,
6 end if

7 ki=k—-1

8 end while



Fluxograma do algoritmo maximo

ji=nk:=n—1
iy 8= Gy,

(r—~ k>0 — zx<m

k:=k—1 Ji=k;m = xyp




Custo computacional

Linha Repeticoes
1 1

2 1

3 n

4 n—1

5 A

6 n—1

7 n—1

8 n—1

e Complexidade: ¢cin+ A+ c3
e Unica informagao desconhecida: A

@ Caso otimista: ¢;n+ c3 = ©(n)
Xp > >x — A=0
@ Caso pessimista c;n + ¢ = ©(n)
Xp < o <xg —= A=n-1

e Caso médio? O(n)



E caso queremos saber mesmo?

st3o é:

tmero médio de picos de uma permutagao

dm7

. A que

d p nde dos valores

oA

LLLS 7L/
TSSO/
CELKESSSEs~5
RIIZISITZX
22 2EFSSSE5S
2SS OS>
LS5y
ALHTICSS 25
SESTST=SOSS
CRZBIZIITRTR
 SEZSESTTS=TSS
/N/VJVVVVV



@ Para uma permutacdo 7 considere a tabela de
inversoes by, ..., b,.

@ b; é o nimero de elementos na esquerda de / que sdo
maiores que /.

@ Exemplo: Para 53142
by by by by bs
2 3 1 1 0
@ Os b; obedecem 0 < b; < n—|.

u}
8]
1
n
it

DA



Tabelas de inversoes

@ Observacdo: Cada tabela de inversdes corresponde com
uma permutacao e vice versa.
@ Exemplo: A permutacdo correspondente com
by by by by bs
3 1 2 1 0 é 52413.

@ Vantagem para a andlise: Podemos escolher os b;
independentemente.

@ Observagdo: i é maximo local (da esquerda), caso ndo
tem nimeros maiores na esquerda, i.e. para b; = 0.



Nimero esperado de atualizacoes

@ Seja X; a varidvel aleatéria X; = [i é maximo local].
@ Temos Pr[X; =1] =Pr[b; =0 =1/(n—i+1).
@ O ndmero de maximos locais ¢ X =}, ;. X:.

@ Portanto, o nimero esperado de maximos locais é

E[X] :E[Z X,-] = Y E[X]

1<i<n 1<i<n
1 1
—= P Xi —= _— = - = Hn
Z rIXi Z n—i+1 Z I
1<i<n 1<i<n 1<i<n

e Contando atualizagbes: tem uma a menos que os
maximos locais H, — 1.
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Componentes basicos

o Componentes conjuntivas

G G
O(f) + O(g) = O(f +g)

o Componentes disjuntivas

G
N o) + o)
\ / = O(max(f, g))
. = O0(f + g)



Lacos

|—

; O(k) O(f) = O(kf)

o Laco definido: Nimero k = k(n) de iteragdes
conhecido

e Laco indefinido: Niumero de iteracoes nao
conhecido
e Estimar um limite
e Problema é indecidivel no caso geral



Entrada Numero x € N.

1 while x#1 do
2 if x mod2=0 then
3 X = x/2

4 else

5 x:=3x+1

6 end if

7 end while

u}
8]
it
it
[y

DA



Conjetura de Collatz

Passos

350

300

250

200

100

50 f

— .::L;IF;F"COIIatz

1 1 1 1 1 1 1
1x10*  2x10*  3x10*  ax10®  5x10*  ex10®  7x10*  8x10*  ox10*
n




Bubblesort
Entrada Uma seqiiéncia as, ..., a, de nimeros inteiros.
Saida Uma seqiiéncia ay(1), . . ., ar(n) de nimeros
inteiros com 7 uma permutagdo de [1, n] tal que
para i < j temos ar(jy < ax(j).

for i:=1 to n
for j:=1 to n—i
if aj > ajt1 then
swap 4aj,dj+1
end if
end for
end for

~No ok~ N



Busca Binaria
Entrada Nimero x € Z e seqliéncia ordenada
S = ai,...,dn
Saida Posi¢do i com a; = x, ou —1 caso x ¢ S.
1 i::1;f::n;m::L%J+i
2 while i <f do
3 if a, =x then return m
4 if a,<x then f:=m-1
5 else i.=m+1
6 m:= L%J + i
7 end while
8 return —1

Z O(1) = O(log, n) = O(log n)

1<i<log, n



Entrada Um nimero n € N.

1 r:=1

2 for i=1,...,n do

3 r ;= 2r

4 end for
Complexidade?

DA



Entrada Um nimero n € N.

1 r:=1

2 for i=1,...,n do

3 r .= 2r

4 end for
Complexidade?

e O tamanho da entrada é m = ©(log n).
@ Logo: a complexidade é ©(2™) exponencial.

@ Algoritmo pseudo-polinomial: polinomial no valor, ndao
no tamanho da entrada.

u}

8]
1

n
it

DA
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Um contador

e Um contador bindrio com k bits conta de
0 até 2k — 1.

o Um incremento: complexidade O(k) no
pior caso.

o Em total: complexidade O(k2%).

e Dificil: Estimar um limite para o nimero
de 1's (OEIS A001511)

00000
00001
00010
00011
00100
00101
00110
00111
01000
01001
01010
01011
01100
01101
01110

01111
16000


http://www.research.att.com/~njas/sequences/A001511

@ Pagaremos duas operagdes por bit setado

e Uma para setar mesmo
e Qutra vai para conta.

@ Zerando bits serd pagado com operagoes da conta, e
custa “nada”.

@ Logo: cada incremento custa O(1), e o total é O(2%).

® O custo amortizado é a média sobre o caso
pessimista!

u}
8]
1
n
it

DA



Solucdo: andlise amortizada

@ Temos custos reais ¢y, ..., c, da uma série de operacoes
@ Queremos o custo amortizado ) . ¢;/n

@ A “conta” é uma @; do estado atual

o Normalizagdo ¢1 = 0 (“conta vazio")
e © >0 ("ndo emprestar dinheiro”)

@ Trabalharemos com o custo amortizado

aj =G — Qi+ PYit1

@ Com isso

Zal ZCI 901+901+1 S0n+1_901+zcl >ZCI



Analise amortizada do contador

@ Contador: ¢(i) é o nimero de bits na representagdo de /

@ Custo de um incremento de

e : ... 011---1
~—~ —_—
g bits um  p bits um

para
e : ---100---0 7

@ Custo amortizado

c—pler) +o(e)=p+l-p—q+1l+q=2=0(1).



o Andlise de operacoes sobre estruturas de dados

Dois exemplos:

@ Inser¢do numa tabela dindmica: ©(n) pessimista, ©(1)
amortizado

@ Delecdo num heap Fibonacci: O(log n) pessimista, O(1)
amortizado

DA



Busca em Largura
Entrada Grafo direcionado G = (V/, A), né origem s.

1 for cada vértice ve V\{s} do

2 ¢, :=Branco

3 ¢ :=Cinza

4 Q:={s}

5 while Q #0 do

6 seleciona ve@; Q:=Q\{u}
7 for ve N(u) do

38 if ¢, =Branco then

9 ¢, =Cinza

10 QR:=QuU{v}

11 end if

12 ¢, =Preto



Busca em Largura

Entrada Grafo direcionado G = (V/, A), né origem s.

1
2

O ~NO G B~ W

11
12

for cada vértice vue V\{s} do
¢, :=Branco
¢ :=Cinza
QR :={s} Lago exterior: O(|V])
while Q #( do
seleciona veQ; Q:=Q\{u}
for ve N(u) do
if ¢, =Branco then
¢, =Cinza
QR:=QuU{v}
end if
¢, =Preto



Busca em Largura

Entrada Grafo direcionado G = (V/, A), né origem s.

1
2

O ~NO G B~ W

11
12

for cada vértice vue V\{s} do
¢, :=Branco
¢ :=Cinza
QR :={s} Lago exterior: O(|V])
while Q #0 do
seleciona ue€ Q; G Lago interior: O(|V|)
for ve N(u) do
if ¢, =Branco then
¢, =Cinza
QR:=QuU{v}
end if
¢, =Preto



Busca em Largura

Entrada Grafo direcionado G = (V/, A), né origem s.

1
2

O ~NO G B~ W

11
12

for cada vértice vue V\{s} do
¢, :=Branco
¢ :=Cinza
QR :={s} Lago exterior: O(|V])
while Q #0 do
seleciona ue€ Q; G Lago interior: O(|V|)
for ve N(u) do
if ¢, =Branco then
¢, =Cinza
QR:=QuU{v}
end if

¢, =Preto
Total: O(|V/|?)?



Busca em Largura

Entrada Grafo direcionado G = (V/, A), né origem s.

1
2

O ~NO G B~ W

11
12

for cada vértice vue V\{s} do
¢, :=Branco
¢ :=Cinza
QR :={s} Lago exterior: O(|V])
while Q #0 do
seleciona u€ Q; G Lago interior: O(d,)
for ve N(u) do
if ¢, =Branco then
¢, =Cinza
QR:=QuU{v}
end if

¢, =Preto
Total: O(|V/|?)?



Busca em Largura

Entrada Grafo direcionado G = (V/, A), né origem s.

1
2

O ~NO G B~ W

11
12

for cada vértice vue V\{s} do
¢, :=Branco
¢ :=Cinza
QR :={s} Lago exterior: O(|V])
while Q #0 do
seleciona u€ Q; G Lago interior: O(d,)
for ve N(u) do
if ¢, =Branco then
¢, =Cinza
QR:=QuU{v}
end if

c, =Preto
Total: O(|V|+>_,04) = O(|V| + |E])



© Introducio

@ Exemplos introdutérios

@ Principios basicos

© Anilise amortizada e agregada
© Recursio

@ Anilise de arvores de busca

40> «4F»r 4«
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Método de Divisao e Conquista

° o problema em subproblemas
independentes
° os subproblemas, resolvendo-os

recursivamente

° as solucdes dos subproblemas



Divisdo e conquista

DC

Entrada Uma instancia / de tamanho n.

Resolve | combinando sub—solucdes
DC(h),...,DC(I).
end if

1 if n=1 then

2 return Solucdo direta

3 else

4 Divide |/ em sub—instancias

5 h,.... Lk, k>0

6 com tamanhos n; < n.

7 Resolve recursivamente: h,..., /.
8

9

0

[



Recursao natural

@ Seja d(n) o tempo para a divisdo.
@ Seja s(n) o tempo para combinar a soluggo final.

@ Podemos somar: f(n) = d(n) + s(n) e obtemos

T(n) o(1) para n < ng
n)—
> 1<i<k T(ni) +f(n) caso contrario.

Problema: como achar a solugcdo de uma recorréncia?



Theorem (Akra-Bazzi e Leighton)

Dado a recorréncia

T(x) = {@(1) se x < xg

> 1<i<k @i T(bix + hi(x)) + g(x) caso contrdrio
com constantes a; > 0, 0 < b; < 1 e fungbes g, h, tal que
lg'(x)| € O(x);  |hi(x)] < x/log"x

para um € > 0 e a constante xy e suficientemente grande

T(x) € © <xp (1 + /: ﬁgi’f du>>

com p tal que 3 o, a;b? = 1.




Caso particular: pisos e tetos

T(x) = {@(1) se x < Xp

> 1<ick @i T(bix + hi(x)) + g(x) caso contrério

@ Os h;(x) permitem pequenas pertubacdes.
@ Usando h;(x) = | bix| — bjx obtemos

T(x) = {9(1) se x < xg

> 1<i<k @i T([bix]) + g(x) caso contrdrio



Exemplo 1: Mergesort

Mergesort

Entrada Indices p,r e um vetor A com elementos
Ap, .. A
Saida A com elementos em ordem n3o-decrescente, i.e.
para i < j temos A; < A;.

if p<r then
q=[(p+r)/2]
MergeSort (A,p,q);
MergeSort (A, q+1,r);
Merge(A,p,q,r)

end if

SO W N



n@:{m”

sen<l1
T([n/2])+ T([n/2])+ ©(n) caso contrdrio
ecom?2P4+2P=1temosp=1e

T(n)=© (n (1+/1n1du>>

u
= O(nlogn)

DA


http://www.wolframalpha.com/input/?i=solve(2**-p+2**-p=1)

p=[ m A J=n2"4p
o=@ | @ ]-a2"%+q
Logo
pq = (p12"% + p) (@ 2" + q;)
Observacao

=2"pqr + 2" ( piGr + prq1 ) + Prr

pigr + prqr = (P + pr)(qr +ar) — P11 — PrGr

DA



Exemplo 2: Multiplicacao

mult-bin (Karatsuba and Ofman, 1962)

Entrada Dois nimeros bindrios p, g com n bits.
Saida O produto pg (com < 2n bits).

1 if n=1 then return pg

2 else

3 x1 := mult-bin(p;, q/)

4 xp := mult-bin(p,, g,)

5 x3 := mult-bin(p; + p,, g/ + q)

6 return x2" + (x3 — x — x1)2"2 + x,
7 end if



Exemplo 2: Multiplicacao

T(n) = ©(1) sen<l1
= 2T([n/2])+ T([n/2] + 1)+ ©(n) caso contrdrio

ecom 327P =1 temos p =log,3 ~ 1.58 e

(oo [ )

(n(1+ (n"?/(1 = p) = 1/(1 = p)))

(cin® + cn)

( 158)

T(n) =

©
©
©
S)


http://www.wolframalpha.com/input/?i=solve(3*2**-p=1)

<A11 A12>X<311|312>:<C11|C12)
Ao | A B | B2 Ca | G )

Ci1 = A B + ABa
Ci2 = Au1Bia + A12Bx»
Co1 = AnBii + AxBn
Coo = Ao1Bio + A2 B

u}

8]
it
it

DA



Exemplo 3: Multiplicacao de matrizes
Observagdo de Strassen (1969):

My = (A11 + Ax) (B + B2)
My = (Ax + Ax)Bui

M3 = A11(Br2 — Bx)

My = Agz(Bo1 — Bu1)

Ms = (A11 + A1) B

Ms = (A2 — A11)(Bu1 + Bi2)
M; = (A2 — Ax)(Ba1 + B)
Ci1 =M + M, — Ms + M,
Cio = M3 + M

Cor =M, + M,

Coo =My — My + M5 + Mg



Exemplo 3: Multiplicacao de matrizes

T(n) = {@(1) sen<l1

7T(n/2) +©(n*) caso contrario

ecom 727P =1 temos p=log, 7~ 28l e

T(n)=6© (np <1 + /1 ul—Pdu))

=O(n"(1+ (n*?/(2—p) —1/(2 - p)))
= O(c1n” + cn?)
— @(n2.81)


http://www.wolframalpha.com/input/?i=solve(7*2**-p=1)

ordenados.

@ Tarefa: Seleciona o k-ésimo elemento de n elementos n3o

e Com ordenagdo: O(nlog n).

«O>» «Fr « =

Er» «E»

DA



M (i, n)

T(n)
[TTTTTTITTTT — TTTTT]
e o sl O e
- - T(fn/SD
Partico[ T T o
1<k o — k
M(i,k—1)

(O <@ <=

<E>»

Q>



Exemplo 4: Selecdo

@ Numero de medianos: maior que n/5 —1

@ Nidmero de medianos menor que posicao k: maior que
n/10 — 2

@ Numero de elementos menor que posicdao k: maior que
3n/10 — 6

@ Numero de elementos maior que posicao k: menor que
7n/10 + 6

@ Portanto

.. o(1) sen<5
n) = T([n/2]) + ©(7n/10 + 6) + ©(n) caso contrario



. B @(1) sen<b
(n) = T([n/2]) 4+ ©(7n/10 + 6) + ©(n) caso contrdrio

e com 5P 4 (7/10)P = 1 temos p = log, 7 ~ 0.84 e

T(n)=0© (n” (1 + /1 u—Pdu)>

=0(n"(1+(n"P/(1—p) —1/(1 - p)))
= 0O(c1n? + c&n)
=0(n)

(O A < =r <= = DAl


http://www.wolframalpha.com/input/?i=solve(5**-p%2B(7/10)**p=1)

Instancia Um grafo ndo-direcionado G = (V/, A).

Solucao Uma cobertura C, i.e. um conjunto C C V tal
queVac A: anC#0.
Objetivo Minimizar |C]|.

«O>» «Fr «=» <

it
-
[y

DA









Forca bruta

mvc
Entrada Um grafo ndo-direcionado G = (V/, A).
Saida A menor cobertura.

1 if A=0 return 0

seleciona {u,v} € A ndo coberta
G = {u} Umve(G \ {u})

G = {v}Umve(G\{v})

return a menor cobertura ¢ ou G

BN

T,=2T,1+0O(n)=06(2")



Um algoritmo melhor para cobertura

Observacao:

@ Caso o grau maximo A de G é 2, o problema pode ser
resolvido em tempo O(n), porque G é uma colegdo de
caminhos simples e ciclos.

@ Caso contrério, temos ao menos um vértice v de grau
0, > 3. Ou esse vértice faz parte da cobertura minima,
ou todos seus vizinhos N(v)






Um algoritmo melhor para cobertura

mvc'(G) =
if A(G)<2 then
determina a cobertura minima C em tempo O(n
return C
end if

seleciona um vértice v com grau o, >3
G :={viUmvd(G\ {v})

G = N(v) Umvd (G \ N(v))

return a menor cobertura entre G e G

O© 00 ~NO O~ WwiN



Analise do algoritmo

@ Existem mais folhas que nds internos

@ Para simplificar vamos sé contar folhas.

O numero de folhas obedece
T(n)<T(n—1)4+T(n—-3)
No caso geral queremos resolver
T(n)=T(h—d))+T(n—do)+---+ T(n—dk)

(dh,...,d¢) éo



Q>



Analisar arvores de busca

Theorem (Graham et al. (1988))

Dado a recorréncia

T(n) (1) n < maxi<j<k dj
n) = ==
>.;aiT(n—d;) caso contrdrio

seja « a raiz com a maior valor absoluto com multiplicidade |
do

29—zt 78k

com d = maxy dx. Entdo



Analise do algoritmo para cobertura por vértices

o Vetor de bifurcagdo (1, 3)
e Polindmio caracteristico z3 = 22 + 1
e Maior raiz o =~ 1.47

e Ndmero de folhas
O(a").

o Complexidade

O(a"n).



e Férmula em forma normal conjuntiva com 3
literais por clatsula

P(x, - x) = N\l Vi Vs
o Problema: Existe atribuicdo a: x; — {F, V}
que satisfaz p?

o Forga bruta: ©(2") testes.

DA



3-SAT

e Arvore de busca (Monien and Speckenmeyer, 1985)

X1 V )?2 V )?3
X1 \/)?2 V )?3 X1 V )?2 \/)Z3 X1 V )?2 \V )?3
T(n) = T(n-1) + T(n-2) + T(n-3)

Vetor de bifurcagdo (1,2, 3).

Polindémio caracteristico: z3 — z2 — z1 — 1.

Nimero de folhas: ©(a").
Complexidade: O(a").

°
°
e Maior raiz: a ~ 1.84.
°
°



Instdncia Um grafo ndo-direcionado G = (V, E).

Solucao Um conjunto independente M C V/, i.e. todo
my, my € V temos {m]_, m2} ¢ E.
Objetivo Maximiza a cardinalidade |M|.

e Forca bruta: ©(2") testes.

u}

8]
it
it

DA









Uma abordagem por analise de casos

5 =0 O @) Tn=Th
,-100 O@ -

o aEegan.



Analise do algoritmo

@ Os primeiros dois casos ndo aumentam o niimero de
folhas.

@ Caso d, = 2: Vetor de bifurcagdo (3,3, 3) com solugdo
O(1.45").

@ Caso ¢, > 3: Vetor de bifurcagdo (4,1) com solugdo
0(1.39").

@ Em soma: Complexidade pessimista O(1.45").



Parte IlI

Q>



@ Introducio

® P s NP

«O>» «Fr «=>»

Q>



Envoltoria convexa de n pontos em

O(n)?



Envoltoria convexa de n pontos em

O(n)?

Solugdo tradicional: O(nlog n).






Regressao linear?



A mesma coisal




Caminho mais curto entre um par de
vértices em O(m)?



Caminho mais curto entre um par de
vértices em O(m)?

Solugdo tradicional: O(n+ mlog n).




Usa fios!

)




Caminho mais entre um
par de vértices de uma arvore

em O(m)?



Fios novamente!




Teste de primalidade?



Teste de primalidade?

Solucdes tradicionais:

o Randomizado: O(k log? n)
(Miller, Rabin 1980)
o Deterministico: O(log® n)
(Agrawal, Kayal, and Saxena, 2004)



Usa um laser!

Detector

Espelho 1 (com detector)

variavel
Espelho 2




E ainda localizacao de
facilidades |

A\

*\\\\\9 ,/2*{\?




A primeira resposta

Sibroblemas!

£

«O» «F > «E>» «=>» = DAl
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A questdo que vale US$ 1.000.000:
P = NP?

«O>» «Fr «Z» «E>» = A



A questdo que vale US$ 1.000.000:
P = NP?

Solucdo simples: dividir por P, se possivel
P=0VN=1



Lembranca

Classe de complexidade P

Problemas de decisdo com solucao em tempo polinomial.

Classe de complexidade NP

Problemas de decisdo que possuem um para a
resposta “sim” que pode ser verificado em tempo polinomial.

(NP n&o é n3o-polinomial.)

Classe de complexidade co-NP

Problemas de decisdao que possuem um para a
resposta “ndo” que pode ser verificado em tempo polinomial.



Formalmente

Um problema pertence a

e DTIME(t(n)) se existe uma MT deterministica tal que
decide-o em tempo ct(n).

e NTIME(t(n)) se existe uma MT n3o-deterministica que
decide-o em tempo ct(n).

@ DSPACE(s(n)) se existe uma MT deterministica que
decide-o em espago cs(n).

@ NSPACE(s(n)) se existe uma MT n&o-deterministica que
decide-o de espaco cs(n).



Lembranca...

Problemas NP-completos

Os mais dificeis da classe NP: todo problema em NP pode ser
para um problema NP-completo em tempo
polinomial.

Em particular: resolvendo um problema NP-completo em
tempo polinomial permite resolver em tempo
polinomial.









Ladrilhar: Exemplo




Ladrilhar: O problema

@ Para um conjunto finito de cores C, o de um ladrilho
é uma fungdo t: {N, W S E} — C.

Ladrilhamento

Instancia Tipos de ladrilhos ty, ..., t, e uma grade de
tamanho n x n com bordas coloridas.

Questdo Existe um ladrilhamento correto da grade (sem
girar os ladrilhos)?

Theorem (Levin)

Ladrilhamento é NP-completo.



P

<

Q>



Classes de complexidade

I'm sure I'm not the only one who gets rapidly lost
when theoretical computer scientists drop names of
complexity classes all over the place. | don’t know
how they do it, but they seem to know what they all
are, and how they are related to each other...

(Tim Gowers on polymathprojects.org)



http://qwiki.stanford.edu/wiki/Complexity_Zoo

=] F = = E DA



L
(Fonte: http://img.photobucket

7/ 1, 40
.com/albums/v405/bt1/Gauss_sketch. j

<

3
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http://img.photobucket.com/albums/v405/btl/Gauss_sketch.jpg

Excurso: O cerebro de Gauss

O cerebro esta em Gottingen.

Resultado da R.M. em 1998: tudo OK.

(Fonte: Haenike, Frahm, Wittmannm, Magnetresonanz-Tomografie des Gehirns von Carﬁfriedrich GauB)=



Gauss para Schumacher, 21 de marco 1836

Was ihr Viereck betrifft, so heisst doch die Aufgabe so: Vier
Punkte a, b, ¢, d sind gegeben, man soll einen 5ten x finden,
so dass ax + bx + ¢cx + dx ein Minimum wird, und das ist von
den 3 Durchschnittspunkten ab mit cd, ac mit bd, ad mit bc
der eine, wo man fiir die Auswahl die Bedingung entweder
leicht auf Anschauung reducieren, oder analytisch einkleiden
konnte. Lassen Sie nun a, b, c¢ fest sein und d dem ¢ immer
naher riicken, so bleibt diese Auflosung noch immer so lange
richtig, als Sie nicht ¢ mit d zusammenfallen lassen. Fallt aber
¢ mit d zusammen, so erfordert Geist und Buchstabe der
mathematischen Aufgabe, als solcher, dass Sie dann ¢
zweimahl zahlen, also in dem Dreieck abc ax + bx + 2¢x zu
einem Minimum machen, wo sich die allgemeine Auflosung
noch immer als richtig ausweiset.



Gauss para Schumacher, 21 de marco 1836

Ist bei einem 4 Eck nicht von der stricten mathematischen
Aufgabe, wie sie oben ausgesprochen ist, sondern von dem
kiirzesten Verbindungssystem die Rede, so werden mehrere
einzelne Fille von einander unterschieden werden miissen, und
es bildet sich so eine recht interessante mathematische
Aufgabe, die mir nicht fremd ist, vielmehr habe ich
Gelegenheit einer Eisenbahnverbindung zwischen Harburg,
Bremen, Hannover, Braunschweig sie in Erwagung genommen
und bin selbst auf den Gedanken gekommen, dass sie eine ganz
schickliche Preisfrage fiir unsere Studenten bei Gelegenheit
abgeben konnte. Die Moglichkeiten verschiedener Falle
erlautern wohl hinreichend folgende Figuren:



Gauss para Schumacher, 21 de marco 1836

S 7

[

wo in der dritten Figure die Verbindung von ¢ nach d direct
gehen muss (was wirklich bei obigem Beispiel der Fall wird).
Doch die Zeit drangt, also heute hiervon nicht mehr ...



Gauss para Schumacher, 21 de marco 1836

Se falamos, no caso de um quadrildtero, ndo do problema
matematico estrito, como definido acima, mas do menor
sistema de conexdes, temos que separar diversos casos
particulares, e obtemos um problema matematico bem
interessante, que nao € novo para mim, mas que tenho
ponderado na ocasido de uma linha de trem entre Harburg,
Bremen, Hannover, Braunschweig e cheguei a conclusdo, que
seria uma questao respeitavel para um concurso entre os
nossos estudantes em alguma ocasido. As seguintes figuras
devem explicar os diferentes casos possiveis suficientemente:



Gauss para Schumacher, 21 de marco 1836

S 7

[

onde na terceira figura a conexao de ¢ para d tem que ser
direta (que é o caso do exemplo acima). Mas é tarde, entdo
nada mais disso hoje...



Arvores de Steiner

Arvore Steiner Euclidiano
Dado pontos x1, Xo, . . . , X, acha a menor rede de interconexoes.

SIAM J. APPL. MATH.
Vol. 32, No. 4, June 1977

THE COMPLEXITY OF COMPUTING STEINER MINIMAL TREES*
M. R. GAREY, R. L. GRAHAM An~D D. §. JOHNSON¢t

Abstract. It is shown that the problem of computing Steiner minimal trees for general planar
point sets is inherently at least as difficult as any of the NP-complete problems (a well known class of
computationally intractable problems). This effectively destroys any hope for finding an efficient
algorithm for this problem.



Dado um grafo G = (V, E), distancias d,, € Q entre vértices
u,v eV eterminais T C V:

Acha a menor rede de interconexdes entre os terminais.

«O» «Fr «=»
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Sera...

Selmer Bringsjord, Joshua Taylor, P = NP
(arXiv:cs/040605v1)

For example, the Steiner Tree problem (STP) is known to be
NP-complete. Nonetheless, a simple physical process (termed
an ) can solve it quickly. [...] The
physical process in question runs as follows. Make two parallel
glass plates, and insert n pins between the plates to represent
the points. The dip the structure into a soap solution, and
remove it. The soap film will connect the n pins in the
minimum Steiner-tree graph [...] Building the structure and
the solution (and the container for the solution) requires steps
linear in the size of n, and dipping and withdrawing make two
steps, [...]



Nada mais facil que isso!

=] F = = E DA












vs. GeoSteiner




Opa! N3o deu!



N3o estamos sozinhos...

Long story short, |

went to the hardware 1
store, bought some i
glass plates, liquid o
soap, etc., and found
that, while Nature
does often find

a minimum Steiner
tree with 4 or 5
pegs, it tends to get
stuck at local optima
with larger numbers
of pegs. Indeed,
often the soap
bubbles settle down
to a configuration which is not even a tree (i.e. contains “cycles of
soap”), and thus provably can't be optimal.

]S

Fonte: http://www.scottaaronson.com/soapbubble. jpg


http://www.scottaaronson.com/soapbubble.jpg

The P-versus-NP page

http://www.win.tue.nl/ " gwoegi/P-versus-NP.htm

DA


http://www.win.tue.nl/~gwoegi/P-versus-NP.htm



www.ctan.org
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® P s NP

@ Acima de NP
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Exemplo: Expressces regulares

@ Uma expressao regular é
e 0 ou 1 (denota o conjunto L(0) = {0} e L(1) = {1}).
e eof, se oéum operador, e e, f sdo expressdes regulares.

e Operadores possiveis: U, -, 2, *, .

@ Decisdo: Dadas as expressdes regulares e, f, L(e) # L(f)?
Expressoes regulares com  Completo para

U, - NP
U, PSPACE

U, -2 NEXP

U, 2 EXPSPACE

U, Fora do ELEMENTAR!

@ O tempo do dltimo problema cresce ao menos como uma
torre 2 de altura Ig n.



Wir stehen selbst enttduscht und sehn betroffen
Den Vorhang zu und alle Fragen offen.

Ficamos triste também ao notar,
por nosso lado

Tanto problema em aberto
e a cortina fechada.

Brecht — a1ma bora de Setsu




13: pigs.de, fotos.piqs.de/0/£/3/a/2/
68a6760a3b6969fc3c693e65957a9¢e4b. jpg
27: Source links on the pages.

36: astronomy-pictures.net/beyond-the-stars. jpg
43, 44: Knuth
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fotos.piqs.de/0/f/3/a/2/68a6760a3b6969fc3c693e65957a9e4b.jpg
fotos.piqs.de/0/f/3/a/2/68a6760a3b6969fc3c693e65957a9e4b.jpg
astronomy-pictures.net/beyond-the-stars.jpg
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