2. Busca por modificagdo de solucoes

boa qualidade. Uma forma comum de reduzir a vizinhanga é usar
listas de candidatos (ingl. candidate lists).

Exemplo 2.4 (Vizinhanca reduzida para o PCV)

No caso do 2-exchange para o PCV muitas das ®(n?) vizinhos pro-
duzem rotas inferiores, porque eles introduzem uma arestas longas,
caso as duas arestas originais ficam muito distantes. Logo é possivel
reduzir a vizinhanga heuristicamente, sem expectativa de perder so-
lugdes boas. Uma estratégia proposto por D. S. Johnson e McGeoch

(21117 & escolher uma cidade aleatoria, um vizinho aleatorio dessa

uma rota tem no maximq vizinhos. O

Exemplo 2.5 (Bits “don’t look” para o PCV)

Considera a estratégia do exemplo anterior e supde que para uma
dada selecdo da primeira cidade ndo tem um movimento que me-
lhora a rota. Empiricamente, caso essa cidade continua com os mes-
mos vizinhos, a probabilidade de encontrar um movimente que me-
lhora é baixa. Isso é o motivo para introduzir bits “don’t look” (Ben-
tley 1992). Cidades que ndo levaram a uma solugdo melhor recebem
ficam exclusos nas préximas iteragdes até um vizinho mudar. O

A redugdo de vizinhangas frequentemente é uma estratégia impor-
tante para obter resultados de boa qualidade (D. S. Johnson e McGe-
och 2003; Toth e Vigo 2003; Glover e Laguna 1997), motivo para

Principio de projeto 2.2 (Reducdo de vizinhancas)
Considera eliminar das vizinhancas movimentos com baixa probabi-
lidade de melhorar a solucéo.

2.2. Buscas locais monétonas

Uma busca local monétona permite somente modificagdes que me-
lhoram a solugéo atual, i.e. no algoritmo LocalSearch sempre temos
Ps(s')s=nOpparaps/"@iB(s). Logo, o algoritmo termina num 6timo
local. Pela monotonia também ndo é necessario guardar a melhor
solucdo encontrada. A busca depende da estratégia de selecdo da
nova solucéo s’, também conhecida como regra de pivoteamento.

Algoritmo 2.2 (LocalDescent)
Entrada Solugdo inicial s, vizinhanga N, distribuigdo Ps.

Saida Uma solucdo com valor no méximo @(s).

LocalDescent (s)=

repeat
se i "€ N(s) de acordo com@
(s:=s
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2.2. Buscas locais monétonas

return s
end

Descida aleatéria (ingistgchastic hill descent) Para B(s) # @ de-
fine P(s’) = 1/IB(s}f para s’ € B(s). Esta estratégia é equiva-
lente com a printeira melhora, mas em ordem aleatoria.

Primeira melhora (ingl. first improvement) A primeira melhora su-
pOe uma vizinhanga ordenada B(s) = {by,...,by}. Ela seleci-
ona f =min{i| @(b;) < @(s)}, i.e. Ps(bi) = [i = f]. O método é
conhecido pelos nomes “hill climbing” (no caso de maximiza-

¢ao) ou “hill descent” (no caso de minimizacao).
(s) = W) L(’(S‘)<7ﬂ(¢/7

£ ) _defin
/15 s))
—T— ‘

Melhor melhora (ingl. best improvement) Para B(s)

{s € B(s) | @(s) = mingnep s @(s)} e Ps(s') bara :

s’ € B*(s). O método é conhecido pelos nomes “steepest as- _MQ}
cent” (no caso de maximizagdo) ou “steepest descent” (no caso ' ~

de minimizacao). l ~

Busca por-amostragem (ingl. sample search) Seleciona um subcon-
(x
N

juntiSB(g N(x) aleatério de tamanho/a|N(x)|, define B*(s) =
{s’ s) | @(s’) = mingncg @(s”) e 1/|B*(s)\para

s’ € B*(s).

As estratégias obviamente podem ser combinadas, por exemplo, apli-
car uma estratégia de “primeira melhora” ap6s uma amostragem.

A qualidade de uma busca local depende da vizinhanca: para vi-
zinhangas maiores esperamos encontrar 6timos locais melhores. Po-
rém a complexidade da busca cresce com a vizinhanga. A arte, entdo,
consiste em balancear estes dois objetivos.

Exemplo 2.6 (Método Simplex)

Nao conhecemos um regra de pivoteamento para o método Simplex
que garante uma complexidade polinomial. Porém, a programacao
linear possui solugdes polinomiais (que ndo usam busca local). Isso
indica que a complexidade de encontrar 6timos locais pode ser me-
nor que a complexidade do método iterativo. O

Exemplo 2.7 (Arvore geradora minima) )
Para uma é&rvore geradora, podemos definir [igiilli@§ como segue: /
adicione uma aresta, e remove outra do (tinico) ciclo formado. Uma |
arvore geradora é minima se e somente se ndo existe melhor vizi-
nho (prova: exercicio). Por isso a busca local resolve o problema
de encontrar a drvore geradora minima. A vizinhanga é simétrica,

fracamente otimamente conectada e exata. [Gic, AFiScallocalEe:

Exemplo 2.8 (OneMax)
Para x* € {0,1}™ fixo o problema OneMax consiste em encontrar o
minimo de @(x) = [x — x*|7, i.e. x*. O namero de bits X corretos de
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2. Busca por modificagdo de solucoes

uma solugdo aleatéria satisfaz E[X] =n/2eP(X <n/3) < e /36 ¢
P(X > 2n/3) < e ™/>4 (aplicando limites de Chernoff (A.4)).

ma [(IESEEE EISAISHEE precisa tempo O(n) para selecionar um vizi-
nho, avaliando a fungdo objetivo em O(1) e sem repeticdo, e O(n)
passos, para um tempo total de O(n?). Uma anélise mais detalhada
do caso médio é a seguinte: para selecionar um vizinho melhor, po-
demos repetidamente selecionar um vizinho arbitrario, até encontrar
um vizinho melhor. Com 1 bits diferentes, encontramos um vizinho
melhor com probabilidade i/n. Logo a selecdo precisa esperada-
mente /1 passos até encontrar um [Ziilie FEMSE (ver lema A.3) e
logo no méximo

> n/i=nHy~nlogn

1<i<n

passos até encontrar x*.

A primeira melhora precisa no pior caso (todos bits diferentes) tempo
esperado ©(n/1) para encontrar um vizinho melhor, e a melhor me-
lhora tempo ©(n). Logo, ambas precisam tempo ©(n?) para encon-
trar x*. O

Exemplo 2.9 (GSAT)

O algoritmo [BSEH (Selman, Levesque et al. JBBR) aplica a estratégia
“melhor vizinho” na vizinhanga 1-flip com fung¢do objetivo sendo o
numero de cldusulas satisfeitas (observe que é importante escolher
entre os melhores uniformemente). Ele periodicamente recomeca a
busca a partir de uma solucéo aleatoria. O

Exemplo 2.10 (WalkSAT)

WalkSAT usa uma estratégia de selecdo mais sofisticada: em cada
passo uma cldusula ndo satisfeita é selecionada, e uma variavel ale-
atéria dessa clausula é invertida. (O WalkSAT proposto por Selman,
Kautz et al. (J288) seleciona uma varidvel que ndo invalida nenhuma
outra cldusula ou com probabilidad ma que invalide o menor
nimero e com probabilidade 1 —p umaaleatéria.) Logo a vizinhanga
é um subconjunto da vizinhanga 1-flip. JNEIKSEN também recomeca
a busca a partir de uma solugdo aleatdria periodicamente.

Lema 2.1 (Schoning (1999))
Seja @ uma férmula em k-CNF satisfativel com n variaveis. O algo-

ritmo WalkSAT com period@precisa esperadamente O (SR (21K
BB passos até encontrar uma atribuigao que satisfaz .

Prova. Seja a uma atribuicdo que satisfaz ¢. Vamos determinar
a probablhdade q que um periodo de WalkSAT encontra a. Com
Pj )2 ™ a probabilidade de iniciar com distancia Hamming j de
a, e qj a probabilidade de encontrar a a partir da distancia j, temos

L) /2(1// Oié a= 3w 0
n

N~
/'L
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N

A distancia Hamming para a diminui com probab I ¢

ilidad€ pélo

nos 1/k e aumenta com probabilidade no méximo M—T/.Igﬁrqnos
modelar o WalkSAT como caminhada aleatdria entre classes de solu-
¢des com distdncia Hamming j, com uma probabilidade de transi¢do
de j para j— 1 (“para baixo”) de 1/k e de j para j+ 1 (“para acima”)
de 1—1/k. Com isso q; € pelo menos a probabilidade de

classe 0 a partir da classe j em no méximo 3n passos. Para conseguir
isso podemos fazer j passos para baixo, ou j + 1 para baixo e um
para acima, e no geral j + 1 i cima. Logo

o= (SR )

1

Aplicando o lema A.4 é podemos estimar

(1+Zoc)j> > (8))~1/2 <1+20¢>°‘<]+20{>1+o¢ j
< oj =19 o T4+«

e logo

gy [((12) (2 T e 1) T
b =1 « T+ o K K '

Escolhendo « = 1/(k —2) e simplificando obtemos

1 j
s (g 1/2 '
q; > (8j) <k1>

Finalmente, substituindo em (*)

gz Y (Tj‘)z—“(&)—”z (kll)l
]

jen

g (5) ()

jeln]

1 n 1 n
=22 (1) = U ()

Logo, o nimero esperado de periodos é

1/q=m<2(kk—”>“

1Substituindo diretamente é descartando o fator /(1 + 2«)/(x(1 + «)) > 1.
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Figura 2.2.: Caminhos construidos na
prova do teorema 2.1. Acima: n = 22,
k = 8. Meio: n = 12, k = 2. Abaixo:
n =40, k = 16. A figura somente mos-
tra arestas de distancia 1/na.

2. Busca por modificagdo de solucoes

e como cada periodo precisa tempo O(n) o resultado segue. u
Para uma férmula satisfativel com k = 3, por exemplo, o algoritmo
precisa om3/2(4/3)™) passos.

E possivel transformar este algoritmo num algoritmo randomizado
que decide se uma férmula é satisfativel com alta probabilidade. ¢

Principio de projeto 2.3 (Reinicios)
Considera reinicios frequentes. Eles podem ficar mais efetivos caso a
probabilidade de atingir a qualidade desejada é baixo.

Exemplo 2.11 (2-opt para o PCV)
A estratégia 2-opt para o PCV é uma descida aleatéria na vizinhanga
2-exchange. Similarmente, obtemos k-opt na vizinhanga k-exchange.

Teorema 2.1 ( a_et al (1999))
Para k > 2 x1ste uma instdncia x do
PCV com n cidades,

tal que = A
‘ -0k (L=
dhel 5ot L-ept —, ("k-0pt(x) Zos VY (7
Sol. ifme v —> \ OPT(x >. ?{ ;‘;" Té =39
Prova. Para um k par, define distancias S-a ot o< =d
o Zegts]
€2,n), ofle!

j e[k,
caso contrario.

Um ciclo Hamiltoniano 6timo é dado por arestas (i, proximo(i)) com

2k+4—1i, paraiimparei<k,
i+1, paraiparei<k,
i+1, paraie€ [k, k+2],
. 2k +4, parai=k+3,
proximo(i) . .. .
i—1, para iimparei € [k+3,2k+4),
,{—- Meo g |2k+4—1, paraipareic [k+3,2k+4),
owitio|1+1, para i€ [2k+4,n],

&@ <%: 1, parai=n.

A otimalidade segue do fato que todas arestas possuem o peso mi-
nimo 1/n«. Este ciclo é o tnico ciclo 6timo (Exercicio!). Por outro
lado, o ciclo (1,2,...,n) possui peso total 1+ (n —1)/nw«, mas tem
k + 1 arestas diferentes. Logo este ciclo ¢ um minimo local para k-

exchange e para a instancia acima temos
k-opt(x)
— 1-1 .
OPT(y) = *H1- />«

Para provar o caso para um k impar, podemos observar que um
minimo local para o k + T-exchange, também é um minimo local
para k-exchange. |
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