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TÉCNICAS DE SOLUÇÃO 5Outline

1. Desigualdades válidas

2. Chvátal-Gomory

3. Aplicação à programação inteira

4. Algoritmo branch-and-bound
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2 TÉCNICAS DE SOLUÇÃO 5

CHVÁTAL-GOMORY

Método de Chvátal-Gomory

O método de Chvátal-Gomory funciona igualmente para
combinações lineares de colunas. Com A = (a1 a2 · · · an) e
u ∈ Rm obtemos

∑
i∈[n]

⌊
utai

⌋
xi ≤

⌊
utb

⌋
(1)

Teorema:
Cada desigualdade válida pode ser construída através de um número
finito de aplicações do método de Chvátal-Gomory.
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3 TÉCNICAS DE SOLUÇÃO 5

APLICAÇÃO À PROGRAMAÇÃO INTEIRA

Algoritmo de Gomory

V := {x | Ax ≤ b} { regi~ao viável }

x∗ := argmax{ctx | x ∈ V } { resolve relaxaç~ao }

while (x∗ 6∈ Zn
+) do

encontra um corte atx ≤ d tal que atx∗ > d
V := V ∩ {x | atx ≤ d} { nova regi~ao viável }

x∗ := argmax{ctx | x ∈ V } { nova soluç~ao ótima }

end while
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3 TÉCNICAS DE SOLUÇÃO 5

APLICAÇÃO À PROGRAMAÇÃO INTEIRA

Método de Gomory

• A solução ótima atual é representado pelo dicionário

z = z̄ +
∑

j

c̄jxj

xi = b̄i −
∑
j∈N

āijxj i ∈ B

• Se a solução não é inteira, existe um índice i tal que xi 6∈ Z+,
i.e. b̄i 6∈ Z+.

xn+1 = −
{

b̄i

}
+

∑
j∈N
{āij}xj Nova variável xn+1 ∈ Z+ (2)
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3 TÉCNICAS DE SOLUÇÃO 5

APLICAÇÃO À PROGRAMAÇÃO INTEIRA

Exemplo

maximiza x1 + x2

sujeito a − x1 + 3x2 ≤ 9,

10x1 ≤ 27,

x1, x2 ∈ Z+.
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3 TÉCNICAS DE SOLUÇÃO 5

APLICAÇÃO À PROGRAMAÇÃO INTEIRA

Iteração 1

Relaxação linear
z = 6.6 −4/30w2 −1/3w1
x2 = 3.9 −1/30w2 −1/3w1
x1 = 2.7 −1/10w2
Corte de
x2 = 3.9 −1/30w2 −1/3w1
é
w3 = −0.9 +1/30w2 +1/3w1
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3 TÉCNICAS DE SOLUÇÃO 5

APLICAÇÃO À PROGRAMAÇÃO INTEIRA

Iteração 2

Novo sistema:
(4) z = 6.6 −4/30w2 −1/3w1

x2 = 3.9 −1/30w2 −1/3w1
x1 = 2.7 −1/10w2
w3 = −0.9 +1/30w2 +1/3w1

=> Método Simplex dual
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3 TÉCNICAS DE SOLUÇÃO 5

APLICAÇÃO À PROGRAMAÇÃO INTEIRA

Iteração 2

Sistema ótimo:
z = 5.7 −1/10w2 −w3
x2 = 3 −w3
x1 = 2.7 −1/10w2
w1 = 2.7 −1/10w2 +3w3
Corte x1?
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3 TÉCNICAS DE SOLUÇÃO 5

APLICAÇÃO À PROGRAMAÇÃO INTEIRA

Iteração 3

Solução ótima:
z = 5 −w4 −w3
x2 = 3 −w3
x1 = 2 −w4
w1 = 2 −w4 +3w3
w2 = 7 +10w4
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3 TÉCNICAS DE SOLUÇÃO 5

APLICAÇÃO À PROGRAMAÇÃO INTEIRA

Graficamente

x∗
0 =

(
2.7
3.9

)

Primeiro corte

x∗
1 =

(
2.7
3

)

Segundo corte

x∗
2 =

(
2
3

)

x1

x2

1

1

2

2

3

3

4

4
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4 TÉCNICAS DE SOLUÇÃO 5

ALGORITMO BRANCH-AND-BOUND

Algoritmo branch-and-bound

Ideia básica:
• Particiona um problema em subproblemas disjuntos e procura

soluções recursivamente.
• Evite percorrer toda árvore de busca, calculando limites e

cortando sub-árvores.
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4 TÉCNICAS DE SOLUÇÃO 5

ALGORITMO BRANCH-AND-BOUND

Ingredientes

• Melhor solução atual (incumbente)
• Estratégia de ramificação (ou particionamento)
• Estratégia de busca
• Limite inferior (min) ou superior (max) para solução atual
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4 TÉCNICAS DE SOLUÇÃO 5

ALGORITMO BRANCH-AND-BOUND

Algoritmo

{ com z para estimar limite superior }

z:=−∞ { limite inferior }

A:= {(P, z(P ))} { nós ativos }

while A 6= ∅ do

Escolhe: (P, z(P )) ∈ A; A := A \ (P, z(P ))
Ramifique: Gera subproblemas P1, . . . , Pn.

for all Pi, 1 ≤ i ≤ n do

{ adiciona , se permite melhor soluç~ao }

if z(Pi) > z then

A := A ∪ {(Pi, z(Pi))}
end if

{ atualize melhor soluç~ao }

if (soluç~ao z(Pi) é viável) then

z := z(Pi)
end if

end for

end while 14
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4 TÉCNICAS DE SOLUÇÃO 5

ALGORITMO BRANCH-AND-BOUND

Aplicação para PI

• Problema PI (puro): {max ctx | x ∈ S, x ∈ Zn
+}.

• Estratégia de ramificação
• Escolhe uma variável inteira xi, com valor b̄i fracionário.
• Heurística: Variável mais fracionária: argmini | {xi} − 0.5|.

• Particione o problema S = S1
.
∪ S2 tal que

S1 = S ∩ {x | xi ≤ bvic}; S2 = S ∩ {x | xi ≥ dvie}

• Em particular com variáveis xi ∈ B:

S1 = S ∩ {x | xi = 0}; S2 = S ∩ {x | xi = 1}
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4 TÉCNICAS DE SOLUÇÃO 5

ALGORITMO BRANCH-AND-BOUND

Exemplo

maximiza x1 + 2x2

sujeito a − x1 + x2 ≤ 1
− 2x1 + 4x2 ≤ 19
x1 ≤ 4
x1, x2 ∈ Z+
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4 TÉCNICAS DE SOLUÇÃO 5

ALGORITMO BRANCH-AND-BOUND

Exemplo

x1

x2

1 2 3 4 5

1

2

3

4

P : x∗ = (4, 2.75); z = 9.5

x∗

x1

x2

1 2 3 4 5

1

2

3

P2 : x∗ = (4, 2); z = 8

x1

x2

1 2 3 4

1

2

3

4

P2 : x∗ = (3.5, 3); z = 9.5

x1

x2

1 2 3 4

1

2

3

4

P21 : x∗ = (3, 3.25); z = 9.5

x1

x2

1 2 3 4

1

2

3

4

P211 : x∗ = (3, 3); z = 9 Inv.

Inv.

x2 ≤ 2 x2 ≥ 3

x1 ≤ 3

x2 ≤ 3 x2 ≥ 4

x1 ≥ 4
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4 TÉCNICAS DE SOLUÇÃO 5

ALGORITMO BRANCH-AND-BOUND

Exemplo: Problema da mochila

maximiza 13x1 + 18x2 + 14x3 + 12x4,

sujeito a 10x1 + 12x2 + 8x3 + 6x4 ≤ 24,

x1, x2, x3, x4 ∈ {0, 1},
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4 TÉCNICAS DE SOLUÇÃO 5

ALGORITMO BRANCH-AND-BOUND

Exemplo: Problema da mochila

1
x∗ = (0, 10/12, 1, 1); 41

0

2
x∗ = (0, 1, 3/4, 1); 40.5

0

3
x∗ = (0, 1, 1, 2/3); 40

0

4
x∗ = inf

x4 = 1

5
x∗ = (0.4, 1, 1, 0); 37.5

0

6
x∗ = inf

x1 = 1

7
x∗ = (0, 1, 1, 0); 32

32

x1 = 0

x4 = 0

x3 = 1

8
x∗ = (3/5, 1, 0, 1); 37.8

9
x∗ = inf

x1 = 1

10
x∗ = (0, 1, 0, 1); 30

30

x1 = 0

x3 = 0

x2 = 1

11
x∗ = (1, 0, 1, 1); 39

39

x2 = 0
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