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Programaciao Dinamica

A programagao dindmica costuma ser aplicada a problemas de otimizacao resultando, em
geral, em algoritmos mais eficientes que os mais diretos.

Esse método ¢ util quando nao ¢ facil chegar a uma seqiiéncia 6tima de decisoes sem
testar todas as seqiiéncias possiveis para entdao escolher a melhor.

A cada passo sao eliminadas subsolucoes que certamente nao farao parte da solugao
otima do problema.

Ele reduz drasticamente o nimero total de seqiiéncias viaveis através de um mecanismo
que evita aquelas seqiiéncias que sabidamente nao podem resultar em seqiiéncias
otimas.
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Problema de Multiplicacao de Matrizes

Consiste em determinar a seqiiéncia 6tima de multiplicagdes de n matrizes

M:=M,xM,x...xMp
Sabemos que

9
[AxBJ;j:= ) A By (parai=1,....pej=1,....1)
k=1

Este calculo exige p.q.r multiplicagdes.

Considere o seguinte exemplo

M= M, x M x M, x My x Mg
100x3 3x10 10x50 50x30 30x5
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la. Maneira
{[(M{xM,)xM;]xM,}x Mg
A quantidade de operagdes ¢ dada por

(100x10x3) +(100x10x50) + (100x50%x30) + (100x30x5)

= 218000 operagoes

2a. Maneira
Myx {Max[( Mgy xMy)xMs.]}
A quantidade de operagdes ¢ dada por
(10x50x30)+(10x30x5)+(3x10x5)+(100x3x5)
= 18150 operacoes
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Para este caso, o algoritmo direto tem complexidade exponencial no nimero de matrizes

Usando a programacado dinamica encontramos um algoritmo de complexidade polinomial.

Multiplicacao de Matrizes

{ X (M3 x My)] x Mz} >< [M3 x (My x Ms3)]}

Série de Fibonacci

fn)=fln—1)+ f(n 2 2)

fn=1) = fn =2 €f0=3)  flu—2) £ fln— 3+ fn -4




Complexidade de Algoritmos

Projeto € Analise de Algoritmos

Multiplicacao de Matrizes

(M} x M3)x M3)x My)x Ms) (M x Mp)x M3)X (Myx Ms))
(M) x Mp)x M3)x My) M; (My x Ms)
My

(((CC(M x My)x M3)x My)x Ms)x Mg)x My) (((((My x M3)x M3)x My)x Ms)X(MgX M))

(M} X M)X M3)x (Myx Ms))x (Mgx M5)) (M X (MaXM3))X (M4Xx M3)X(Mgx M>)))
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Como minimizar ou reduzir a redundancia de trabalho ?

Devemos resolver os problemas menores e utiliza-los para resolver os maiores

M; X M; X M; M, X M3 X My M; X My x M3 x My
M xM;) | (MixMy)xM; | (MoxMz)xM, || ((MxM;)xM3)x My
(MyxMz) [ Myx(My;xMs) [ Mpx(M;xMy) (M x (M x M3))x My
(M3x My) M x((Mp X M3) X My)

M x (M x (M3 x My))

(M X My) X (M3x My)

M3 X My
1M X 3My

Ml X 2M4
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L= @@ @ — _—

Dado o problema

M:=M;xM,x...xMp

Considere o subproblema (ou subseqiiéncia)

M; x My, x ... X M;
bi—l xbi bixbi+1 ceoe bj_l ij

M =

Com I =1<j=n e custo minimo dado por ;m; .

Considere .m; =0, parai1=1,...,n
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O calculo de ;}M; com custo minimo ;m; pode ser decomposto em dois subproblemas.
Considere 1= k<j, logo

iMg = My X My x ... x My () Mj = My X Mpgo X ... X M;
Onde
M, tem custo minimo .m, e dimensdes b, ; x b,

&+ M tem custo minimo ., m; e dimensdes by x b

O custo associado ao calculo de My X )M, , ¢ dado por

(imy + (k+1)1; )+ (b xb kij )-

O custo minimo ¢ dado por

imj = 11(11&1]{( img + (pe1ymy) + (bi—1 X b X bj)}
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Considere o produto das seguintes matrizes

M, x My, x M

M= 30 30x20 20x5

Inicialmente temos, ;m; =0 , para i=1,2 e 3.

’1 1

O produto de 2 matrizes pode ser feito das seguintes maneiras

M, x M, My, x Mj
2x30 30x 20 30x 20 20x5

\m,=2x30x20=1200 ,m; =30 x 20 x 5=3000
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O produto de 3 matrizes pode ser feito das seguintes maneiras

M x(MaxMs) (Myx My )x M3
Vimos que o custo minimo ¢ dado por

im; = ig}ciilj{(imk +k+1) mj) + (bi1 X by x bj) }

Temos 2 valores possiveis para k, k=1 e k=2.
Para k=1 temos

m; = m+,m;+ 2x30x5=300+3000 = 3300 M;x(M>xM3)

Para k=2 temos

my = m,+,my; +2 x 20 x 5 =1200+200 =1400  (M;x Ms)x M3
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Este processo assemelha-se ao preenchimento de uma matriz

______ L S S
1: ym;=0 r
20 i m=0 |
b -

1 2 3
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. m m
O produto de n matrizes L ln

isk<j

« A diagonal ¢ inicializada, m,=0 . 0 "
"y il e
Ik

* Os valores para as diagonais superiores

sdao calculados; " ick+l<j
+1)

« Apds o processo, o resultado final
encontra-se no canto superior direito da .
matriz Jj

nn
|
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Funcao: Multi_Mat(b:D)—IN {custo minimo de produto de matrizes}
1. paraide1aténfacamii,i]«0; {inicializa diagonal principal}
2. paraude1atén-1faca {deslocamento da diagonal: 7}
3. paraide1atén-ufaca {posicao na diagonal: 6}
4. je<i+u; {u=j-i};

5. m[i,j]<—iSrT2j{(m[i,k]+m[k+1 1) + (b[i-1]xblk] x b[j])} ;

6. fim-para {8:ide1atén-u}
7. fim-para {2:ude1atén-1}
8. retorne-saida(m[1,n]); {da saida extraida}

9. fim-Funcao {fim do algoritmo Multi_Mat: custo minimo de produto}
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u=1 u= ]
AN NI
Funcao: Multi_Mat(b:D)—IN u=2 r -
1. paraide1aténfacamli,i]«<0; i=2
2. paraude 1atén-1faca t=3
3. paraideiatén-ufaca J
4. jei+u; {u=j-i}; i
5. m[i,j]eig:(izj{(m[i,k]+m[k+1,j])+(b[i-1]xb[k]xb[j])};
6. fim-para
7. fim-para
8. retorne-saida(m[1,n]);

9. fim-Funcao
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Considere

My, x My, x My x My

M= 930  30x20  20x5  5x10

Calcule a sequéncia 6tima de multiplica¢des e o preenchimento da matriz usada na
programacdo dinamica. Lembre-se da linha 5.

5. mli,j]< i;rl'(ir:j{(m[i,k]+m[k+1 1)+ (b[i-1]xb[K] x b[j]) }

______ LS SO SRR S
1 0 | 1200 | 1400 | 1500
2 0 3000 | 4500
i 0 | 1000
e —

Sequiéncia ottima M = (M, x M, )x M;)x M,
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Id¢ias basicas da programagao dinamica

Objetiva construir uma resposta otima através da combinacao das respostas obtidas para
partes menores do problema (subproblemas).

* Inicialmente, a entrada ¢ decomposta em partes minimas e resolvidas.

* A cada passo, os resultados parciais sio combinados dando respostas para os
subproblemas cada vez maiores, até¢ que se obtenha uma resposta para o problema original.

* A decomposicao é feita uma tinica vez e, além disso, os casos menores sao tratados
antes dos maiores.

* Este método ¢ chamado ascendente, ao contrario dos métodos recursivos, que sao
chamados descendentes.




