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A classe P consiste nos problemas que podem ser resolvidos em tempo
Polinomial (Problemas trataveis)

A classe NP consiste nos problemas que podem ser verificados em tempo
polinomial (Problemas Intrataveis).
Dada uma entrada, ¢ possivel verificar se ela corresponde a uma solug¢ao do
problema: o conjunto de vértices <v,, v,, ... , v.> corresponde a um ciclo
hamiltoniano ? Isto pode ser feito em tempo polinomial.

A classe NP-completo sdo problemas NP que possuem a caracteristica de que
se um deles puder ser resolvido em tempo polinomial entao todo problema NP-
Completo tera uma solu¢do em tempo polinomial.
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Problemas de Decisao x Problemas de otimizacao

Problemas de otimizac¢ao : dentre as solug¢des viaveis, qual ¢ a melhor ?

Problemas de decisao : existe uma solugdo para um dado problema ?

E possivel formular um problema de otimiza¢do como um problema de decisao
impondo um limite sobre o valor a ser otimizado.

Isto nos beneficia quando queremos mostrar que um problema de otimizacao é
dificil, pois o problema de decisao associado é mais facil ou ndo mais dificil
que o de otimizacao (limite inferior).
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Reducoes

Permite determinar afinidades entre problemas computacionais.

Visitar cada cidade em um conjunto Organizar pessoas ao redor de
de cidades apenas uma unica vez uma mesa redonda de acordo com
uma dada preferéncia

O,
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A redugdo € expressa por A <, B
Observe que B pode ser mais dificil que A.

Este processo pode ser chamado de
* mapeamento em tempo polinomial

* reducdo Karp em tempo polinomial

f(A) pode ser a parte facil de B.




Complexidade de Algoritmos

Intratabilidade
—_———— === === ==

A classe de complexidade NP

Em 1971, Stephen Cook mostrou que todos os problemas da Classe NP podem
ser reduzidos ao problema SAT.

Se SAT admitir um algoritmo polinomial, entdo qualquer problema em NP pode
ser resolvido por este algoritmo. Assim, SAT ¢ dito NP-Completo.

Em 1972, Richard Karp reduziu SAT a diversos outros problemas da Classe NP.
Ele foi o autor da pergunta P = NP?
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Classe NP - Completo

Se L, =, L,, entao L, ndo € mais dificil que L,
Uma linguagem L € NP-completa se

. L e NP

2. L=, LparalL” € NP-Completo
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Classe NP - Completo

Se L, =, L onde L, ¢ NP-Completa entao L é NP-Dificil .

Portanto, a classe NP-completo ¢ uma subclasse da NP-dificil
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Maquina de Turing

Ela consiste basicamente de 3 partes:

— Fita: usada como dispositivo de entrada e saida

— Unidade de controle: reflete o estado corrente da maquina. E
composta de uma unidade de leitura e gravagao (cabeca da fita) que
acessa uma célula da fita por vez e movimenta-se para esquerda ou
direita

— Funciao de transicdo: comanda as leituras e gravacdes, 0 movimento
da cabeca da fita e o estado da maquina
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Maquina de Turing

/ Cabeca de Leitura/Escrita
Esquerda <= . =) Direita

a b a a a
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Maquina de Turing
E composta de diversos elementos

Q- conjunto de estados.
2 - alfabeto de entrada.

I" - alfabeto da fita
0 :Qx X —=QxI'x{E,D} -

funcao de transicao.

q, - estado 1nicial.
q,€Q - estado de aceitagdo.
qrEQ - estado de rejeigao.
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Maquina de Turing Deterministica (MTD)

*Uma maquina de Turing aceita uma sentenca, se ela alcanca uma configuragao
de aceitacao;

*Uma MTD (ou um programa) M aceita x ¢ 3* sse M para no estado q, apos o
processar X.

* A linguagem reconhecida ¢ L, = { x = £* / M aceita x}.
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Maquina de Turing Nao-Deterministica (MTND)

E uma generalizagdo da maquina deterministica;

Um programa para uma MTND ¢ definido exatamente como um programa para
uma MTD, diferindo somente na execucao.

Ap0s a leitura de um simbolo € possivel ir para mais que uma configuragao da
maquina.




Complexidade de Algoritmos

Intratabilidade
—_———— === === ==

Maquina de Turing Nao-Deterministica

*Um MTND M aceita uma entrada x se pelo menos uma, dentre todas as
possiveis computagdes de M, para alcangando um estado de aceitacao.

* A linguagem reconhecida ¢ L, = { x € £*/ M aceita X}.

* A MTND tem a mesma expressividade da MTD.
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Determinismo x Nao-determinismo

Computacao deterministica Computacao nao-
deterministica

Ela aceita uma entrada se
algum caminho partindo
tempo da raiz alcancar uma
configuracao de aceitagao

v A quantidade de caminhos ¢
exponencial a sua altura
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Classe de Complexidade

Classe P
P = {L/ existe uma MTD M de tempo polinomial t.q. L,, =L}

Classe NP
NP = { L/ existe uma MTND M de tempo polinomial t.q. L,,=L }.
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Problema da Satisfabilidade

Dada uma formula booleana f na forma normal conjuntiva (CNF), ela ¢
satisfazivel ? Ou seja, existe um conjunto de valores que quando associados as
variaveis de f a tornam verdadeira ?

A CNF € uma conjunc¢do de m clatsulas C,, onde cada clatsula ¢ a disjungao de

literais f=(x,vX,vx)Ax)A(x,VX,)




Complexidade de Algoritmos

Intratabilidade

Construcao inicial

Como descrever seqiiéncias de configuragdes de uma maquina de Turing M
através de conjuntos de clausulas, de modo que tais conjuntos sejam satisfaziveis
sse corresponderem as computagdes que aceitam uma dada palavra ?

(*,*,D) (a,a,D)

Conjllnt() Q :{qu qla qu qR}
Alfabeto da FitaI'= { 3, a, b}
Alfabeto da Entrada >= {a, b}
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Construcao inicial Configura¢des de M para a entrada u=ab

Instante i i=0

Estado S do

Posi¢ao o] 1

Fita I B a b B
i 0 1 2 3

Instante i i=1

Estado S o

Posi¢ao pi 2

Fita I B a b B
i 0 1 2 3

Instante i i=2

Estado S da

Posi¢do of 3

Fita fi B a b B
j 0 1 2 3
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Precisamos de alguns nomes para as variaveis proposicionais

Instante i i=0 No instante i
Estado Si do Slq]l (s=q) - M esta no estado q.
Posiio P 1 Pi (p,=j) - M estana posicao j da fita
Fita f; B a b B
j 0 ] 5 5 JFila] (f(j) =a)- existe o simbolo a na posicao j.

No instante 1=0, teremos a seguinte Clausula

0C = {0S[qol; 0P oFO[B1}

0C = oS[qo] A (P! A (FO[B]
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Instante | i | i=0 No instante 1=0,
Estado S; do
Posicdo Pi 1 .~ .
_ A descri¢ao do resto da fita pode ser feita por
Fita fi B a b B
j 0o 1 2 3

oF'[a], ;F2[b], (F?[P] para os simbolos nas posi¢des j=1,2,3
Podemos entdo formar o seguinte conjunto

oF -3 [u]= { (F'[a], (F2[b], (F° [B] }

A configuragdo inicial de M pode ser descrita como

,Ct = ,C U FL-3[u]




y
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Instante | i | i=1 A configura¢do de M no instante i=1 ¢
Estado S; (op
Posicao p; 2 lcu — 1C U lFl"3 [u]
Fita f; B a b B
j 0 1 2 3
Onde ,C = {;S[q], ,P*, FO[B]} e \F'-*[u]={,F'[a] , ,F*[b], ,F° [B] }
Instante | i | i=2 A configuragdao de M no instante i=2 ¢
Estado S; da
Posigdo p; 3
i il g a b B ,Ct =,C U,F!-3[u]
j 0 1 2 3

Onde ,C = {,S[q,], oP*, ,FO[B} € ,F'* [u] = {,F'[a], ,F?[b], ,F*[B] }
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Usando as fungdes de transi¢do de M obtemos um conjunto de clausulas C

Considere a transi¢do 0(q, , a) = ( q;,a ,D). Ela pode ser decomposta da seguinte
maneira

6Q(qua):q1 ;0r(qy,a)=a;0p(qy,a3)=D

0o (4, > a) = q, pode ser expresso pelo seguinte condicional

(5;=qoA P;i=j AL (j)=a)—s,,=q,,para1=0,1,2 ¢ ;=0,1,2,3

Lembran & ~pNQ, O, (4,8 = q, € representado por

Qlq, a] = ara 1=0,1,2 ¢ j=0,1,2,3
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De forma similar (Lembrando o(q, , a) = ( q;»a ,D) )

Or (q, ,a) =a pode ser expresso por

I Jlqe a]=~SIqe] v ~;Piv ~ Fila] v ., Fi|a], parai=0,1,2 e j=0,1,2,3

Op (qy,2) =D pode ser expresso por

Dilq,, a]=~SIq,] v ~;Piv ~.Fia] v .., PI"! parai=0,1,2 ¢ j=0,1,2,3

Temos entdo ;Qi [qy, a] A ;' 1[qy, a] A ;Di[q,, a], para i=0,1,2 e j=0,1,2,3
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Durante o processamento de um elemento, os demais termos permanecem
inalterados. Logo, precisamos definir um critério de invariancia, ou seja, se a
posicao corrente ndo € j, entdo o simbolo na posi¢do j deve permanecer
nalterado.

p;=jrf()=a)—1f,,()=a,parai=0,1,2 ¢;=0,1,2,3

Isto € expresso por

Ti[y]=Piv~Fiy]v,,F[y], parai=0,1,2¢j=0,123eyET

Juntando estas clausulas obtemos C,.
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Unindo C,, C,com (C* = ,C U F!-3[u], temos a seguinte situacdo para a

primeira transicdo de M sobre a entrada u=ab.

Instante i i=0
Estado S do ]
. OQ [qO’a]
Posigao o] 1
Fita f B a b B oD'[q0,a]
j 0 1 2 3
0
ol [B]
Instante i i=1 1
OF [q01a]
Estado S; d1
Posicdo of 2 oF ~ 0I2 [b]
Fita fi B a b B
3
ol” [B]
j 0 1 2 3
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Teorema de Cook

O problema de Satisfabilidade (SAT) ¢ NP - Completo.

Se existir um algoritmo polinomial deterministico para o problema de
satisfabilidade, entao todos os problemas em NP poderao ser resolvidos em
tempo polinomial.

A prova consiste em
1. provar que SAT estd em NP
2. mostrar que L 2 Lo ar para qualquer L € NP.

(Isto ¢ feito construindo, a partir de um programa para MTND e uma
entrada w, um conjunto de clatsulas ,C' de modo que ,C' € satisfativel

sse w € L, com T,; (W)= p(n), com |w|=n)
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Teorema de Cook

Usa definicdo da Maquina de Turing ndo-determinista (MTND).
A MTND ¢ capaz de resolver qualquer problema em NP.

A prova inclui a descrigdo da maquina e de como instrugdes sao executadas em
termos de formulas booleanas.

Isto estabelece uma correspondéncia entre todo problema em NP (expresso por
um programa na MTND) e alguma instancia de SAT.

A solugdo de SAT corresponde a simula¢ao da maquina executando o programa
em cima da formula obtida.
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Considere um programa M para MTND com um conjunto
Q = {q09 qla qAa qR} c um alfabeto r:{ﬁa aab} c2X= {aab}'

Considere a entrada w=abb; as computacdes com tempo até 3 ; e as seguintes
variaveis

Slql (s;=q) :M estano estado qno instante i.
Pi (p=J) :Mestanaposicio jda fita no instante i.
JFila] (f(j)=a): existe o simbolo a na posi¢do j no instante i,

assumimos que i=0,1,2,3 e¢j= -2,...,0,...3.,4.
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O conjunto de clausulas sera apresentado em 7 grupos

Grupo 1

O conjunto ,C¥ = ,C U F!-3[w] U F+4[B], onde

0C = {6S[qol, oP' , oFO [B]}

oF -3 [u]l = { F'[a], (F2[b], (F° [b] }

oF+4[B] = { F*[BI}
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Grupo 2

O conjunto de transig¢des Cj

Para cada q € Q, simbolo de fitay € I' , instante 1=0,1,2,3 e posicao de fita j= -2,
...,0,..., 3,4, esse conjunto tem 3 clausulas

Qilq,y1=~SIlq] v ~Piv~Fy] v ;S[8(q,7)] (prox. estado)

i g, v1=~Slql v ~PIv ~F] v, F[5.(q, v)] (novo simb)

Dilq, Yl =~ SIql v ~Piv ~Fi[y] v ,,Pi*P@ v - (prox. posi¢ao)
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Grupo 3

Invariancia local C,

Para cada 1=0,1,2,3, posi¢ao j=-2,...,0,...,3,4 ey €I, temos

L[y ]= P v~ BV, Fly]

Grupo 4
Grupo que possui o estado terminal de Aceitacao.

Expressa que no instante 4, M estara no estado q,

Cy=1{,S[da] }
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Grupo 5

Conjunto de estados Cg . Para cada 1=0,1,2,3 esse conjunto tem as seguintes clausulas
S[+1=S[ap] v S[a,] v S[aa] v ;S[ae] (possiveis estados)

S(qe» 9 ) = ~S[q- |1 v ~S[q,~] (estado unico, M esta em apenas um estado a cada i)
Grupo 6

Conjunto de Posicoes Cp . Para cada 1=0,1,2,3 esse conjunto tem as seguintes clausulas
P+=P3v.P2 v.. P0v..v P* (possiveis posicdes)

Pk, k”)=~PK v ~PK" (posi¢ao unica do cabecote da maquina)

Grupo 7

Conjunto Cg (Simbolos da Fita). Para cada 1=0,1,2,3, posigédo j=-2,...,0,....3,4ey €T,
temos

Fi[+]=F[p]v [Fla]v F[b] (possiveis simbolos)

Fi(ye,ve)=~F[y]v~Fily,] (simbolo tinico em cada posi¢do na fita) para 1 <
k’<k”=<3
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O Conjunto C formado por estas clausulas corresponde a uma computacgado de
uma palavra dada.

C =,C"UC, UC,UC,UCUC,UC,
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Preparacao para a Demonstraciao

Dados um programa M para MTND, uma palavra w &€ Z* e um natural t EN, pode-se
construir um conjunto de clausulas ,Ct sobre um conjunto , Ut'de variaveis de modo que

LCt € satisfativel sse w € L, com t = p(n), onde n=|w|

A construgdo ,Cttoma como base o conjunto ,Utde variaveis associadas as possiveis
computacoes de M sobre w.

Os valores associados as variaveis do conjunto  Utsatisfarido o conjunto ,Ctsse
corresponderem as computacoes de M que aceitam a palavra w.
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Sejam o conjunto de estados Q = {q,, q,, ...,q,}; 0 alfabeto dos simbolos da fita

I'={v;, v, ..., Yoy € n=| w|. Considere q, o estado de aceitagdo e q; o estado de
rejeicao.

O conjunto ,U! sera constituido das seguintes variaveis
S[q](s=q) -M estano estado qno instante i.
P (p=]) -Mestanaposicdo j da fita no instante 1.

Fily](£f()=1v ) - existe o simbolo y na posicdo j no instante i.

Considere 1=0, 1 ,...,t e j=-t+1,...,0, ...t t+1; g€ Q e yET
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Grupo 1
A configuracdo de M no instante 1=0 ¢ descrita atraves do seguinte
conjunto ,C%¥ = ,C U Fl-n[w] U F*1-t[B], onde

0C = {oS[a,], oP', (F°[B]} {situacdo inicial}

oFlmul= { Fl w1, (F?[W,],..., F"[W,] } {palavra de entrada}

oF BT = { JF™ B, (FM2[B], ..., (FU[B]} {situagdo da fita a direita da
sentenca de entrada }
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Grupo 2

O conjunto de transi¢des C; ¢ formado por

Qi lq,y]=~Slql v ~;Piv ~Fi[y] v ;S[0(q, ¥)] (prox. estado)

Dq,y]=~8SI[q] v ~;Piv~Fi[y] v ;,,Fi[6(q, Y)] (novo simb)
Dilq,v] =~SIq] v ~;Piv ~.Fi[y] v . ,Pi*®@y)  (prox. posicao)

Para cada q € Q, simbolo de fitay €T, instante 1=0,1,...,t e posicdo de
fita j= -t+1, ...,0,..., t+1.
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Grupo 3

Invariancia local C,

Para cada instante i=0,1,...,t; posi¢ao de fita j=-t+1, ...,0,..., t+le simboloy &€
I', temos

Dly]=Pv~Flv  Fly]

Grupo 4

Expressa que a maquina aceita a entrada em no maximo t passos.

Ca=1S[q] v ,S[qy] v ... v S[q,]
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Grupo 5

Conjunto de estados Csq.

Para cada 1=0,1,...,t esse conjunto tem as seguintes clausulas
S[+]=.S[q,] v S[q,] v...v :S[q,] (possiveis estados)

S(qe» 9 ) = ~S[q- | v ~S[q,~], para 1= k’ <k” < k (estado unico, M estd em
apenas um estado a cada i)

Grupo 6

Conjunto de Posi¢des C, .
P+=Ptlv . POv Plv ... v P* (possiveis posigcoes)
Pk, k”)=~PK v ~PX" (posicdo unica)

Para -t<k’<k” < t+1
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Grupo 7
Conjunto C; (Simbolos da Fita).

Para cada i=0,1,2,3, posi¢ao j= -t+1,...0,..., t+1 e y € I', temos
Fi[+]1=Fly,1v F[y,1v...v F[y_ ] (possiveis simbolos)

Fi(ye,ve)=~Fy]v~Fily,] (simbolo unico) paral =k’<k”=m

O Conjunto C formado por estas clausulas corresponde a uma computagdo de uma
palavra dada.

C=CVACACAC,ACACAC

Logo, C ¢ satisfazivel sse ha uma computagao de M que aceita w no maximo em t
passos.
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Teorema de Cook : O problema SAT é NP - Completo

a) SAT €NP
b) LENP logo L < SAT

Considere um programa M para MTND que reconhece L e um polindmio p que
limita a funcdo de complexidade de M (t,,(n)=0O(p(n))).

Para cada entrada w € ¥* com comprimento | w | = n construimos uma instancia

de ,SAT'= (,C' U"), através de uma redugdo algoritmica f de L para Lg ;.
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Para verificar se f € polinomial, fazemos o seguinte, analisamos o conjunto ,U!
composto por

Sl[ql, Pe F[y]

parai=0,1,....t e j=-t+1,....0, ...t t+]; gEQ e yETL (|QFre|I'|=5s)

Note que
| JUt | = (t+1)(r) + (t+1)(2¢) + (t+1)(26)(s+1)

Como t=p(n), | ,Ut| = O(p(n)?)

Fazendo o mesmo para as clausulas  Ct, temos | ,C!| = O(p(n)?) (Olhar grupo 6)

Portanto a reducao foi feita em tempo polinomial
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Problemas NP - Completo

Conjunto independente maximo
Circuito Hamiltoniano

Caixeiro Viajante

Clique

Colorac¢ao de grafos

3 SAT
Escalonamento de processos,




