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Dualidade e Analise de sensibilidade: solucoes

Exercicio 1
a) Com varidveis duais y1, ..., ys para as quatro restrigdes obtemos o dual
maximiza 11y1 + 5y2 + 35y4
sujeitoa Yy +y2 —ys +Tys <4
y1—y2—ys+12ys <5
ys <6
Y1 20,92 <0,y3 S 0,94 = 0.

b) Para formar o dual temos que relaxar o sistema, introduzindo restrigoes adicionais x; < 1 e restrigoes
triviais x; > 0 para todo ¢ € I. Seja z a varidvel dual da primeira restrigao, e y; para i € I as variaveis
duais das restricoes z; < 1. Com isso o dual é

minimiza cz + Z Yi
iel
sujeito a wiz + Y 2 pi Viel
Yi > 07 z § 0.

c) Seja y; para v € V as varidveis duais das restrigdes de conservagao de fluxo, e z, para a € A as
variaveis duais das limitantes superiores.

minimiza Z Ug Zq
acA

sujeito a —Yu+ Yo+ 24 >0 Va = (u,v) € A
Ys — Yyt > 1
1 sS0 Vv eV
26 >0 Va € A.

Exercicio 2
Para o primeiro sistema temos

B = {]‘?653};N = {57 27 7? 4};
cy =(409);chy =(05011)
2* =695/T;y%" =1/7(13 35 11); 2" = 1/7(50 325 55)

150 —_661 —23 0 0 -1
(BN =1/7 141 iB7t=1/7-61 7 4
-5 13 12 -3 0

Para o segundo sistema temos
B=1{6,23,4,9:N = {51,7,8};
=002 -1 —-20);ch,=(0 —300)
= —Lyy'=01231);25' =(11110)

000 11 0100
(B7IN) =1/2 g (2) 8 _11 _11 :B7'=1/210 0 0 2
002 -2 2 Lot -2
1 0 1 2
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a) Para a variagao do primeiro coeficiente do primeiro sistema temos Acg = (10 0)* e Acy = (000 0)*
e logo Ayn = (B7IN)!Acg — Acy = 1/7(10 5 — 1 — 5)!. Para manter a viabilidade dual temos
que satisfazer

13 10
3 5
sl ]tz
11 -5

ie. t €[-3/5,11/5]. A funcao objetivo em funcao de ¢ é

2*(t) = 2* + Acg B~ 'b = 695/7 + 50/ 7t.

Para a variagao do segundo coeficiente do primeiro sistema temos Acg = (00 0)* e Acy = (01 0 0)*
e logo Ayxy = (0 —100)*. Para manter a viabilidade dual temos que satisfazer

13 0
3 ~1

>

YTl o | +] o |t20
11 0

ie. t €[—-00,3/7]. A funcao objetivo em funcao de ¢ é

2*(t) = 2* + Acg B~ 'b = 695/7.

Para a variacao do primeiro lado direito do primeiro sistema temos Ab = (1 0 0)! e logo Azg =
1/7(10 — 61 — 3)". Para manter a viabilidade primal temos que satisfazer

50 10
2+ Azgt<— 325+ —-61]¢t>0
55 -3

ie. t €[-5,325/61]. A funcao objetivo em funcao de ¢ é

2*(t) = 2* + cp B~ Ab = 695/7 + 13/ Tt.

Para a variacao do segundo lado direito do primeiro sistema temos Ab = (0 1 0)¢ e logo Azpg =
1/7(0 7 0)". Para manter a viabilidade primal temos que satisfazer

50 0
T+ Axpt< [325| +(|7]t>0
55 0

ie. t €[—-325/7,00]. A fungao objetivo em funcao de ¢t é
2*(t) = 2" + cp B~'Ab = 695/7.
Para a variagao do primeiro coeficiente do segundo sistema temos Acg = (0 0 0 0 0)! e Acy =

(0100) elogo Ayy = (B™*N)!Acg — Acy = (0 —1 0 0)!. Para manter a viabilidade primal
temos que satisfazer

=W N =
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ie. t € [—00,2]. A funcdo objetivo em fungio de ¢ é

2*(t) = 2 + AcgB™'b = —1.

Para a variagdo do segundo coeficiente do segundo sistema temos Acg = (01 0 0 0)! e Acy =
(0000)" elogo Ayny = (000 1)*. Para manter a viabilidade primal temos que satisfazer

_ W N
—_ o oo

ie. t € [—1,00]. A funcdo objetivo em fungéo de ¢t é

2*(t) = 2" + AcgB b= —1 + t.

Para a variagao do primeiro lado direito do primeiro sistema temos Ab = (1 0 0 0)! e logo Azp =
1/2(000 — 1 1)". Para manter a viabilidade primal temos que satisfazer

0

0
rp+ Axpt > 0 <= +1/21 0 [t>0
-1

1

O~ H =

ie. t €0,2]. A fungdo objetivo em funcgio de t é

2*(t) = 2" +cpB ' Ab= —1 +1t.

Para a variagao do segundo lado direito do primeiro sistema temos Ab = (0 1 0 0)* e logo Axp =
1/2(1 000 0)*. Para manter a viabilidade primal temos que satisfazer

25+ Axpt > 0 <= +1/2

O R = = =
(el allS
~
\

o

ie. t €[—2,00]. A funcdo objetivo em fungdo de ¢ é

2*(t) = 2* + cg B~ Ab = —1.

b) Dos oito casos do item a) trés tem limites superiores infinito (a variagdo do segundo lado direito
do primeiro sistema, a variagao do segundo coeficiente do segundo sistema, e a variacao do segundo
lado direito do segundo sistema). Nestes casos ndo ha nada a fazer, porque nunca teremos que
reotimizar. Para os outros podemos escolher ¢ = u + 1 para um intervalo de otimalidade ¢ € [I, u].
Com isso obtemos um coeficiente positivo na fungao objetivo ou um valor negativo basico, e temos
que reotimizar com o método Simplex primal ou dual. Nos vamos dar dois exemplos:

i) Aumento do primeiro coeficiente do primeiro sistema para t = 16/5, i.e. ¢; = 36/5. Temos que
calcular os valores novos de yy e z para este ¢ o substituir-los no dicionério. (Observe que nao
marcamos mais as varidveis com * porque o sistema nao é mais 6timo.) Com

2 =855/T;yn = (45/719/79/35 — 5/7)"
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obtemos o novo dicionario

z= 855/7 —45/Txs —19/Txe —9/3bx; +5/Txy
1= 50/7 —=10/Txs —=5/Txe +1/7Tx; +5/Txy
g = 325/7 +61/7$5 +6/7£L‘2 —4/7%7 —13/71‘4
r3= b55/7 +3/Txs —2/Txe —1/Tz; —12/Tx4
que pode ser reotimizado primalmente para obter, depois um pivo z4—r3, 0 novo sistema 6timo
z= 1505/12 —25/4x5 —17/6xs —19/60xz7; —5/12x3
x1 = 125/12 —5/4xs —5/6x9 +1/12x7 —5/12x3
xrg = 455/12 +33/4$5 +7/6.132 —5/12.137 +13/123}3
Ty = 55/12 +1/4CC5 —1/6I2 —1/12I7 —7/12{E3

ii) Aumento do primeiro lado direito do segundo sistema para t = 3, i.e. by —2. Temos que
calcular os valores novos de xp e z para este t e substituir-los no dicionario. Com
z=2rp=(111-1/23/2)

obtemos o novo diciondrio

z = 2 —I5 —2x1 —3r7 —xg
T — 1 —T1
To = 1 —x7
T3 = 1 —xIg
xy= -1/2 41/2xz5 —-1/2zy +1/2z7; +ug
Tg = 3/2 —1/2.’175 +1/2l’1 —1/2.7)7 —xs
que pode ser reotimizado dualmente para obter, depois um pivd x4—xg, 0 novo sistema étimo
z 3/2 —1/2x5 —5/2x1 —5/2x7 —x4
Teg — 1 —T
T — 1 —X7
T3 = 1/2 —|—1/2I5 —1/2561 —|—1/2.Z‘7 —T4
s 1/2 —1/2x5 +1/2zy —1/2z7 +uxy
Tg = 1 —X4

Exercicio 3
a) Nao. Por exemplo o sistema max{z | z < b,z > 0} é claramente limitado (I = 0, u = b), mas o seu
dual min{y | y > 1} néo é.

b) O dual do sistema dado é

maximiza —cly
sujeito a ylA<c
y>0.

A restricdo é equivalente com A'y < ¢ e com A' = —A obtemos —Ay < ¢, ou Ay > —c. Porém,
multiplicando a fungao objetivo por —1 obtemos o sistema primal. O sistema é auto-dual.

Pelo mesmo raciocinio do teorema da dualidade fraca obtemos
e >ytAx > —cyt

e em particular para uma dada solucao étima x*, a solucao y* = z* tem que ser uma solucao
6tima do dual. Logo cfz* > —cfz*, i.e. 2¢fz* > 0. Como z* > 0 obtemos, em cada componente i:
xf =0V ¢ > 0. Para o vetor 2’ das varidveis com ¢; > 0 podemos escolher 2’ = 0 também, porque
o valor da funcao objetivo 0 é minimo e Az’ > —c é satisfeito. Logo a solu¢ao 6tima é x = 0.

Em resumo, caso existe uma solugao 6timo ela possui o valor 0 (e de fato s6 existem solugoes vidveis
com valor 0), sendo o sistema ¢ ilimitado ou invidvel.
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