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1.3.6 Heaps ocos

(Versdo: 7867.)

Introducao

Objetivo: operagbes com a mesma complexidade amortizada que heaps de
Fibonacci. Para um heap h, chave k e elemento e temos as operagoes:

e make-heap(): O(1)
find-min(h)/getmin(h): O(1)

meld(hq,hs): O(1)

insert(e,k,h): O(1)
decrease-key(e,k,h): O(1)

delete(e,h): O(logn)
e delete-min(h): O(logn)

Ideia principal: a operagao delete esvazia nés, produzindo nés ocos (ingl. hol-
low nodes), a operagdo decrease-key é um delete, seguido por um insert.
Teremos duas medidas:

n Numero de elementos no heap

N Nuamero de nés no heap = # de elementos + # de nds ocos = # operagoes
insert 4+ # operagoes decrease-key

Variantes de heaps ocos:
e Heaps ansiosos (ingl. “eager heaps”) com muiltiplas raizes.
e Heaps ansiosos com uma tUnica raiz.

e Heaps preguigosos.

def Node =
item
key
fc
ns
rank



7

8 def Item =

9 no // né correspondente
10 // mais dados satelites

Operacao basica: link Um link gera um vencedor e um perdedor, que se
torna filho do vencedor, e aumenta o posto do vencedor.

1 (ranked)link (¢1,t3) :=

2 if t1.key < ta.key

3 return makechild (¢1,ts)
4 else

5 return makechild (fy,t1)
6

7 makechild (w,l) :=

8 1l.ns := w.fc

9 w.fc = 1

10 w.rank := w.rank+l1

11 return w

Representacao bdsica

e Lista simples circular de arvores com ordenagao do heap, representada
por um ponteiro & drvore cuja raiz contém a menor chave (chamada a
raiz minima).

e Cada no cheia armazena um item. Podem existir nds ocos sem item.
e Nés ocos nunca mais ficam cheias, eles podem somente ser destruidos.

e Filhos ficam armazenados em listas simples, em ordem nao-crescente de
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make-heap () := return null

make-heap(e,k) := return Node(e,k,null,self,0)
getmin(h) := h
findmin(h) := return h is not null? h.item : null

meld(hl,hg) =
if hy is null return hs
if hg is null return hy
swap (hy.ns , he.ns)
if h;.key < hy.key return h; else return hy

insert(e,k,h) := meld(make-heap(e,k),h)

decrease-key(e,k,h) :=

u = e.node
v = make-heap (e, k)
v.rank = max{0,u.rank-2}

if u.rank > 2
v.fc := u.fc.ns.ns
u.fc.ns.ns := null
return meld(v,h)

delete(e,h) :=
e.node.item := null
if e.node = h
delete-min (h)

delete-min(h) :=
if h is null: return

h.node.item := null
aloca um array Ry, Ri,...,Ruy
r:=h
repeat
rn := r.ns

link-heap(r,R)
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r:=rn
until r==

h:=null
for i=0,...,.M
if R; is not null
Ri.ns L= Rl
h := meld(h,R;)
return h

link-heap(h,R) :=
if h is hollow

r:=h.fc
while r is not null
rn := r.ns
link-heap(r,R)
r := rn
destroy node h
else
i := h.rank
while R; is not null
h := link(h,R;)
R; := null
i =1 + 1
end
R, := h
Invariantes

1. Ordenacao do heap.

2. Invariante do posto: cada né de posto r possui r filhos com postos
0,...,7—1, exceto no caso r > 2 e o n6 foi esvaziada por uma operagao
decrease-key. Neste caso o né possui dois filhos de postos r —1 e r — 2.

Corretude

Teorema 1.1
Heaps com ndés ocos implementam corretamente todas operagao e mantém as
invariantes.
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Prova. Por indugao sobre o nimero de operacoes. |
Lembranga: os nimeros de Fibonacci sdo definidos por Fy =0, Fy =1, Fj15 =
F;+ F;yq, para i > 0 e temos Fy, 5 > ®', com a razdo durea ® = (1 +/5)/2.

Teorema 1.2
Um né de posto r possui pelo menos F,.; 3 — 1 descendentes (cheios ou ocos),
incluindo o préprio nd, na arvore.

Prova. Por indugao sobre r. Para r = 0, temos F3 —1 = 1, e para r = 1
temos Fy — 1 = 2 e a afirmagao estd correta, porque para 7 < 2 um né nao
perde filhos caso for esvaziado. Para r > 2 pela invariante do posto temos
pelo menos dois filhos com postos 7 — 1 e ro. Pela hipdtese da inducao eles
tem pelo menos F.y1 — 1 e F.1o — 1 descendentes e logo r possui pelo menos
Foy1—1+4+F.42—1+1= F.;3—1 descendentes. |

Corolario 1.1

Depois uma operagéo delete-min o niimero de drvores é no maximo [logg N| =
O(log N) porque temos no méximo uma drvore por posto. Logo podemos
escolher M = [logg N'| na operacao delete-min.

Teorema 1.3

O tempo amortizado por opera¢ao num heap oco é O(1), exceto para as
operagcoes delete e delete-min, que tem complexidade O(log N) para um heap
com N nos.

Prova. Todas operagoes exceto a delecao do elemento minimo possuem tempo
O(1) no caso pessimista. O custo de uma delegdo é O(H+T') com H o nimero
de nos ocos destruidos, e T" o nimero de arvores antes das operagoes link.
Depois das operagoes link temos no maximo logg N arvores, logo faremos pelo
menos 1" — logg N operagoes link e no maximo logg N operagoes meld. Logo
o custo total é O(1) por destruicdo de um né oco, e por link, mas O(log N).
Para contabilizar a destruicao do um né, aumentamos o custo de cada criagao
(insert, decrease-key) por 1.
Para contabilizar as operagoes link: define um potencial igual ao ntimero de
néds cheias, que nao sao filho de outro né cheia (i.e. raizes e filhos de nés ocos).
Para todas operacoes diferente de delete-min e delete, o aumento do potencial
é constante (no maximo 1 para insert, 3 para decrease-key, 0 para as demais).
Para o delete que remove o elemento minimo e delete-min, o custo amortizado
de cada link é 0, porque um link combina duas raizes cheias, reduzindo o
potencial por 1. Além disso, ao remover um elemento, o potencial aumenta
por no maximo logg IV, um por cada filho do novo né oco. Logo o custo
amortizado de delete e delete-min é O(log V).
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Re-otimizando o heap A anilise acima é em funcdo de N. Caso log N =
O(logn) temos um heap assintoticamente 6timo. Caso executamos muitas
operagoes decrease-key, temos que reconstruir o heap periodicamente, para
garantir N = O(n). O método mais simples é: escolhe uma constante ¢ > 1 e
para N > cn reconstréi o heap completamente, destruindo os nds ocos, criando
heaps de um tnico né de todos nés cheios, e aplicando operagoes meld para
unir todos heaps. O custo é O(N) para percorrer todo né uma vez e pode ser
atribuido na andlise amortizada para as operagoes insert e delete-min.
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